Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



I 



Mrs.R.P.FliBtermann 



n tf 



' y' •"/.■'■' '■■■ ' ;' ■)} n ^ • 






-V 



\ 



1 



-^ . - T f 






läehrbach 



der 



M a t h e ffl a t i k. 



-<>«- 



Fflr den Schul- nnd Privatunterricht 



bearbeitet 



von 



D>^* August WTiegandp 

Oberlehrer der Mathematik und erstem Göflegoo ao der Realschule in den 
Francke' sehen Stiftungen zn Halle, Mitgliede des natarwissenschaftlichen 

Vereins daselbst. 



Cf firr Curfu0 tut fllanimitrif. 



Vierte, rerheeserte AM^ßagen 



Hallet 

Druck und Verlag von H. W« Schmidt. 

1852. 



Krster Cursas 



der 



Planimetrie. 



Für 

Oyiiiiiasien, Real- ud Bflrgerschnlen 

und zum Gebrauche für Hauslehrer 



bearbeitet 



von 



D'* August ^iegand, 

Oberlehrer der Mathematik und erstem 'Collegen an der Realschule in den 
Francke'schen Stiftnn^n zu Halle, Milglicde des nalurwissenschafllicben 

Vereins daselbst. 



■«€- 






Vierte, verbesserte Auflage* 



Hit xwel Kvpfertafeln und viernndzwaniig Holsschnitten. 



Halle, 

Druck und Verlag von H. W.Schmidt. 

1858. 



4 t 
« > i 






L 



ww,^/ 






Vorrede zar ersten Auflage^ 



Heber die zweckmüssigste Einrichtang einet matbemati- 
scben Lebrbuchs fflr Scbuleo sind die Meinungen getbeilt Der 
Eine bflit diejenigen BAcher iur die zweclunässigsten , die mit 
einer solchen Ausfübrlicbkeii behandelt sind, dass sie ebne 
Zuthttn des Lehrers von jedem Schüler verstanden werden 
können; der Andere aber redet denen das Wort, welche über 
die Beweise und Auflösungen der Aufgaben nur kurze Andeu- 
tungen geben und so dem Lehrer die weitere Ausführung 
vorbehalten. Für jede der beiden Meinungen lasst sich viel 
sagen, und jede bat auch bed|eutende Autoritäten unter den 
J. Mathematikern für sich. Ich jedoch für meinen Theii kann 
r)mieh für keine derselben ausschliessend erklären, und 
' da die besseren vorhandenen Lehrbücber entweder in dem ei« 
^ nen oder andern Sinne abgefasst sind, so entschloss ich mich 
^ — zunächst für das Bedürfnis« der hiesigen Realschule — 
^ selbst ein Compradium abzufasi^en, in welchem die beiden 
Q Behandlungsweisen der Lehrbücher so viel als möglich ver- 
z^ mittelt würden. Eine solche Termittelung habe ich aber nicht 
etwa dadurch zu erreichen gehofft, dass ich mich in meinem 
LehAuche in Bezug auf Anslübrlichkeit zwischen oben erwähn-», 
ten Compendien in der Mitte gehalten , und also nur von dem 
einen genommen und zum andern etwas zugegeben hätte. 
Hierdurch würden mit den Nachtheiien der vorigen auch ihre 
Vortheile vermindert und also kein absoluter Gewinn erlangt 
worden sein. Die rechte Yermittelung kann nur dasjenige 
Lehrbuch bewirken, welches die Vortheile beider Arten ge- 
währt, ohne ihre Nachtheile mit sich zu fuhren. Um die 
Anforderungen an ein solches aber in das rechte Licht zu 
stellen, müssen wir zunächst die Vortheile und Nachtbeile 
vorerwähnter Lehrbücber beleuchten. Die ausführlich be- 
handelte Bücher haben das Gute, dass die Schüler sieh 
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vi Vorrede. 

auf ihre Lectionen jederzeit vollständig vorbereiten können, 
dass sie in den Stand gesetzt sind, durch Versäumniss ent- 
standene Lücken selbsiständig auszufüllen und dass auch die 
• schwächeren Schüler,, diß kein gut ausgearbeitetes Heft in den 
Händen haben, Ans Dagewesene im Zusammenhange repetiren 
können. Dagegen wird durch solche Lehrbücher die heuri- 
stische Methode, die den Schülern erst das rechte und wahre 
Itrteress« iam raatbematiseheii unterrichte verschafft, and sie 
befähigt, sefbstständige StncMen zu machen, h^i ganz aiitf 
dem mathematischen Vortrage ausgesoMossea , und es wird 
derselbe weder spannend noch anregend. Während nun aber 
bei Benutzung von Lehrbüchern der zweiten Art derVottlieil 
gewonnen wird, dass der Sehdier im (srefühie eiiier geimsen 
SelbstständigkeH mehr Freude an den gifldiliehen Resultate 
seiner Privatstüdien hkt , dass ferner der Lehrer in den Aa- 
gen der Schiller immer über 4iem Bache steht und das über^ 
baupt mehr Leben und Regsamkeit in den Unterricht kommt; 
so ist es wiederum ein entscfaiedener Nachtheil , dass dann 
hiebei' die fähigeren Schüler den schwächeren weit vormis ei-* 
len, und überdies die feUerhaflteB Hefte der letsteren diesen 
die Itepitition ersdiwere» oder wohl gar unmöglich machen« 
Wo ist nun der Mittelweg, auf wektem diese KUppea ver- 
mieden werdet) f leb habe einen solchem darip zu finden ge*- 
faofft, dass ich die schwierigeren Beweise, wo man scboo ni*' 
fHeden sein kann, wenn der fidiMer sie reproducirea 
l^rnt, ausserdem aber vorzüglioh' diejebigeii, welche gewisser** 
meassen als Nemialbeweise fir andere dienen klnueii , mit 
der ^nauesfen VolleCindigkeit gefiibrt, bei den übrigen Be* 
weisen aber nur Andeutemgen • aller ^ Üebei Mizuwendenden^ 
Salze gegeben habe, doch in eo aii«Teicb<^de»i RhaseO) das«' 
die Fähigeren unmitle)bar, mi4 die Schwächeren, wetin sie die 
eitirten Para^aphen naebseben, im Stande sein «nltesen und 
sein werden, die Beweise vollständig ku fülnnsD, so dass alse> 
jeder Sehüler nach seinen KeivnAnis^n Veranlassung aiir SeNi^t- 
lilätigkfU findet, tlieri^ei steht audi der Ldirer in den 
gen der Schüler immer fiuber, als das Buch, da er den von 
den Schütern mit Ümständiiehkeil ,' umndtbigen ZueAtten oder 
SjH^ngen vorgetragenen fi^^isea erst diejenige AlMrunduiif 
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u0d Efegaiis Tcirleiht/ wetefae 4ie Schäler J»fi i€r h^Mif^ 
heitmg in ihren Heften ni erstreben haben, und weleiw 
das CiMHpendiam bei seiner aphoristischen Beh»Qdlungswei$e 
nicht giebt. 

Dass ich die Planimeti^ie in zwei Curse, welche die ge^ 
wohnlichen Pensen der beiden unteren malhematischen Klas- 
sen enthalten und Ton denen der zweite^) diesem auf dem 
Fneee folgen wird, getheilt habe, hat einen dQ|>pelten GmadL 
Znhichst. sollte haerdurcfa die Anschaffung des Buchs, falb ea 
sich Freunde erweidien würde, erleichtert werden, theils ab^ 
wollte ich den Hauslehrern, die ihre Schüler doch nur meist 
für die mittleren Klassen der Gymnasien und RealsohuLsn vor- 
zubereiten haben, durdi den ersten Cursus ein billiges nnd 
ibreti Zwecken dennoch ToUkommen entsprechendes €o|npen- 
dimn in die Hände gehen. Da die hiesige Universitätsstadt 
der Ausgangspunkt so vieler Hauslehrer ist, so bin ich schon 
vieldch w^n eines passenden Lehrbuchs der Geometrie von 
solchen um Rath gefragt worden und ich hoffe nun dadurch 
den Wünsichen dieser mit zu genügen. 

Noch habe ich einiges von dea gewöhnlichen Behand- 
lungsweisen Abweichendes zu rechtfertigen. Was zunächst 
das Axiom betrifft, wdches ich ig. 49«) der ParaUelcfithearie 
an die Spitae stelle: 

„Aendernsich die Richtu^ngen zweij^rGera- 
den nijcht, so bleibt auch die Abweichung 
. dieaer Richtungen unverändert« d. h. sie 
bilden nach wie vor denselben Winkel/' 
so sob^iHt es mir vor alleaa bisher aufgestellten Qrnmbätzen 
innere Evidenz zu haben. Wenn ich einen Winkel als „die 
Aufweichung der Richtungen zweier geraden Li- 
nien^' definire, so geht daraus unbestritten hervor (da von 
geraden Linien nur in dreierlei Besiehuag gesprofti^n wer* 
den kann, nämlich in Becug auf ihre Lage, ihre Länge 
und ihre Richtung» und auf die ersteren b^ der Definition 
vom Winkel gar keine Rücksicht genommen wird, dass ein 

*) Di«ser zweit« Cursas ist im S«ptember deseelbes Jabrc» io tr- 
sier, im Fobniar 1^8 in zi^eiter ind im April 18dl in drittör Auf- 
lage erschienen. 
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Winkel ^ben nnr tod der Ricfatung der Schenkel abhängt. 
Bleiben also die Richtungen zweier Linien dieselben, 
so bleibt audi der Winkel, den sie einschliessen, oder die 
Abweichung dieser Richtungen dieselbe; so dass 
also unser Grundsatz eigentlich weiter nichts ist, als eine Fol- 
gerung aus der Erklärung von Winkeln.*) 

Ausser diesem glaube ich noch die Anordnung des geo- 
metrischen Lehrstoffs rechtfertigen zu müssen. Dass die Pt- 
rallelentheorie yor die Lehre von den Dreiecken gehört, scbeint 
üir in der Natur der Sache begründet, wie aus der folgen- 
den einfachen Systematik hervorgeht. 

L Betrachtung einer geraden Linie. 

IL Betrachtung zweier geraden Linien. 

1) Sie haben verschiedene Richtungen (schneiden einander). 

a. Keine geht über den Durchsdmittepunkt hinaus 
(einfacher Winkel). 

b. Eine geht über den Durchschnittspunkt hinaus (Ne- 
benwinkel). 

c. Beide gehen über den Durchschnittspunkt hinaus 

(Scheitelwinkel). 

2) Sie haben einerlei Richtung (sind parallel). 
DI. Betrachtung dreier geraden Linien. 

1) Sie schneiden einander in einem Punkte. (Giebt 
nichts Neues). 

2) Sie schneiden einander in zwei Punkten (2 Linien 
sind parallel , die dritte^ ist Durchschneidende). 

9) Sie schneiden einander in d r e i Punkten (bilden Dreiecke). 

4) Sie schneiden einander nicht, sind parallel (giebt eben- 
falls nichts Neues). 
Die gewöhnliche Umstellung dieser Disciplinen scheint mir 
deshalb gezwungen und nur durch die verschiedene Behand- 
lung der Parallelentheorien bedingt. 

Diesem Grundsatze aber, das Zu8ammengehöri|[e beisam- 
men zu lassen, bin ich scheinbar selbst untreu geworden, in- 

*) Man bat Bedenken getragen, den Begriff des Gleichgerichtet- 
seins in die Parallelen-Theorie einzofnhren^ wihrend Jedermann ohne Be- 
denken den Begriff des Verschiedengerichtetseins beim Winkel pri- 
samirt« 
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dem ich die Kreislehre mehr, als es gewöhnlich geschehen 
ist, zerstückelt, und so von $• 73. an einige Lehrsätze vom 
Kreise isolirt vorweggenommen habe, die man gewöhnlich erst 
später folgen lässt. Dies schien mir aber wegen der folgen- 
den zum unmittelbaren Lehrgange der Planimetrie gehörigen 
Aufgaben nnerlässlich. Die Beweise für die Richtigkeit der 
Lösungen dieser Aufgaben sind und bleiben ohne jene Lehr- 
sätze mangelhaft. Dies fühlend haben Einige mit diesen Be- 
weisen die jener Lehrsätze gleichsam verschmolzen, was aber, 
abgesehen von der dadurch entstandenen Weitschweifigk^ 
wenigstens unwissenschaftlich ist, wenn jene Lehrsätze mit 
ihren Beweisen später besonders aufgestellt werden. 

Was nun endlich das Quantum des in vorliegendem Com- 
pendium dargebotenen Lehrstoffs betrifft, so habe ich nur die- 
jenigen Lehrsätze und Aufgaben angenommen, welche zum 
strengen Entwicklungsgange gehören, und zwar aus dem 
Grunde , um keinen Lehrer in die höchst widerwärtige Lage 
zu bringen, etwas aus dem angeführten Lehrbuche aus Man- 
gel an Zeit wegzulassen. Da ich jedoch manches Interessante 
nicht ganz unterdrücken wollte, so habe ich das dem stren. 
gen Entwidielungsgange Femerliegende oder die weitere Aus- 
führung des Gegebenen in besondere Anhänge gebracht.^ 
Bisweilen sind darin sich passend an das Vorhergehende an- 
schliessende Lehrsätze und Aufgaben Mos aus andern mathe- 
matiscbe« Werken dtirt worden. Ich hoffe, man wird das 
Letztere nicht tadeln. 

Halle, d. 21. Juni 1843. A.. WTiegaiMt. 



*) Der Anhang des zweiten Corsus hat bei der dritten Auflage eine 
gänzliche Umarbeitang erfahren nnd enthftJt ein refchliches Material zar 
Uebang ifa Schaler. 
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.Aa zischen der dritten und vieHen Aufla^ge nur eki 
ZeitFauca von anderthalb Jahren liegt, so können hegreiflichcr 
Weise wesentliche Veränderungen bei der neuen Auflage nicbt 
erwartet, werdep. INeu binzugekon^men sind eine Anzahl Ton 
HolzschniUen, welche geodätische Messapparate darstelleo. 
In; BezBg auf die Einrichtong und den Gehrauch derstlb^ 
habe ich auf mein« Schrift; i»Der . geodätische Me&s^ 
^^pparai und sein Gebrauch. 2. A\\ü. Halle 1849»" ver- 
^wi^san* Die Zugabe wird um so willkommener sein, als sie 
keine Preiserhöhung nach sich gezogen hat. 

Schliesslich k^n ich nicht unterlassen ^ meinem CoUe- 
gen Herrn Dn Märker nofii meinen herzlichsten Dank zu «a- 
^en für die bereitwillige Uebernahme der Correktur. Of ist 
hierdurch dem Buche ein um so grösserer Dienst geschehe», 
aJsHerr Dr. Märker diesen Theil des mathematischen Uptfof^ 
j^ichts an unserer Schule längere Zeit in der Hand gehakt hat 
ifiid deshalb die Fehler des Iiehrbuchs am besten entdeckeip 
Jiannte* 

Halle, d. l. Navewaber 485L 
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Erstes Kapitel. 

§. L Die Mathematik ist die Wissenschaft 
von den Grössen und hat die Aufgabe, die gegensei- 
tige Abhängigkeit derselben zu uniersuchen. 

$. 2. Wie jede Wissenschailt, so stützt sich auch 
die Mathematik auf gewisse Grundwahrheiten^ welche 
an sich klar sind und deshalb nicht bewiesen zu wer- 
den brauchen, aber auch nicht bewiesen werden können. 
Eine solche Grundwahrheit wird ein Grunds atz, Äado'^ 
ma, genannt 

§. 3. Ausser diesen Grundsätzen stellt die Mathe-* 
matik Satze auf, die nicht an und für sich einleuch- 
tend sind, deren Richtigkeit also durch eine Beweis- 
führung erst dargethan werden muss. Ein solcher Satz 
! heisst ein Lehrsatz, Theorema^ 
^ Die Art der Beweisführung bei einem Lehrsatze 

' kann im Allgemeinen doppelter Art sein. Entweder geht 
man von der Voraussetzung aus und kommt durch 
Schlussfolgerungen auf die Richtigkeit der Behauptung; 
oder man weist nach, dass die Annahme, das Gegen- 
theii der Behauptung sei richtig, auf etwas Ungereim- 
tes führt« Ein Beweis der ersleren Art heisst ein direc- 
ter, einer der zweiten ein indirecter oder apago- 
gischer. 

§. 4. Oft sind in einem Satze noch ein oder 
mehre andere Sätze als besondere Fälle enthalten, oder 
es lassen sich solche Sätze unmittelbar daraus folgern, 
welche dann, wenn sie wichtig s nd, besonders aufgestellt 
werden« Ein Satz dieser Art wird dann ein Zusatz 

Wiegand, ir Cun d. FUm. 4te Amn. 1 
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Corollariumy genannt. (Wir haben im Folgenden den 
Begriff des Zusatzes etwas weiter gefasst und auch 
solche Sätze noch mit diesem Namen belegt, die aus 
dem Hauptsatze erst mit Zuziehung einiger andern leich- 
ten Sätze folgen, und also auch eine förmliche Beweis- 
führung nöthig machen«) 

§* 5. VerschiedeB von den erwähnten Sätzen ist 
die Aufgabe, Problemay in welcher verlangt wird, 
dass irgend etwas ausgef&hrt, chhI zwar s<miv(4i1 die 
Art der Ausführung, die Auflösung, angegeben, als 
auch die Richtigkeit derselben dargethan werden soll. 

Ist die Auflösung für sich einleuchtend, so nennt 
man die Aufgabe eine Forderung oder einen For- 
derungssatz, Posiulatum. 

§• 6. Der Begriff der zu behandelnden mathema- 
tischen Gegenstände wird bestimnst durch die Erklä- 
rung, Deßnitio. Von irgend einem Dinge kann man 
aber auf doppelte Weise einen deutlieben Begriff geben ; 
entweder dadurch, dass man die wesentlichsten Merii- 
male desselben ar^iebl, oder indem man zeigt, wie das- 
selbe entsteht Eine Erklärutig der ersteren Art heisst 
Real- oder S a c h e r k I ä r n n g, Definitio reafis , eine 
Erklärung der zweiten Art degegeft eine genetische 
Erklärung. 



Zweites Kapitel. 

§• 7. (ChrUnd$äfta. Jede Grösse hl sich selbst gMck. 
(Bbs Zeichen der Gleichheit ist =•) 
Vor^usdetzung. A stellt irgend eine Grösde vor. 
Behauptung. A =s= 4. 

§.8, flTund^atZ- Ein Theil von einer Grösse 
ist Meiner als das Ganze. Der Theil kann abo nie gleich 
dem Ganxen sein. 

(Das Zeichen rar die Ungleichheit zweier Grössen ist 
<, an dessen Spitze das Kleiner^ und an dessen Oeflfhung 



/i 



dts €Ms«ere g^M^tzt wird. E» hedciutet deinn.4ich 4 < ft 
A hi kkiner ah B.) 

§. 9. €trund§ataf. Wenn zwei Grössen einer dritten 
ül^i^ sind^ 9a sind sie u^er mh <(ff«Ä, 

V /A=zB 

Voraus»* { g !^ 

Behaupt. B=zC. 

§. 10, ChrunäMt^. a) Gleiches %^ Gleichem ad- 
dirt, fiebt Gleiches. 

(Das Zeichen der Addiüon ist + und wird „plus" ge- 
lesen). 

Vorauss. (^^^^ 

Behaupt A + C=B-^D. 
b) Gleiches xu Ungleichem addirt, giebt Ungleiches mit 
demselben Ungleichheitsxeichen. 

Behaupt. A + OB+D. 

§. 11. €hrundMata a) Gleiche^ vm Gleichem sub^ 
trahirt, giebt Gleiches. 

(Das Zeichen der Subtracllon ist — iipd wi^d ,,iiiinus*' 
gelesen.) 

Vorauss. (i'^i 

Behaupt. A — C=zB^D. 
b) Gleiches von Ungleichem subirahhi, giebt Ungleiches 
mit demselben Ungleichheiiszeichen. 

Vorauss. 1 — 

\ t7= D, 

Behaupt. A — OB—B. 

§. J2. €hrundsatz. Gleiches mit Gleichem mnlti- 
plicirt, giebt Gleiches. 

(Das Zeichen der Multiplication ist X oder ein Punkt 
pd wird „mal" gejesen.) 

Voraus». M=»»«nd 

\pi=«, wo m und fi uiibenannte 
2^hl^n ?9rs(^Ien. 
Bfbaupc. AXm^Bxn. 



Einleitung. 



Anin«rk. Bei Buchstaben wird bei der MoUipliMlion in der Regel 
das MuUiplicalionszeichen weggelassen, so daas wir ip nnserm FaUe 
aach schreiben können: 

§. 13. mthWmng. Eine Grösse durch 
eine ihr gleichartige messen, heisst eine Zahl finden, 
welche angiebt, wie vielmal die zweite in der ersten 

enthalten ist. 

(Ob sieb immer eine solche Zahl wirklich genau finden 
lässt oder nicht, ist eine Frage, die erst später beantwortet 

werden kann.) .,„,.. j. 

§. \ib. Qrundtat». Gleiches durch Gleiches dt- 

vidirt oder gemessen, gieht Gleiches. 

(Das Zeichen der Division ist ( : ) oder ein Querstrich, 
über welchen der Dividend und unter welchen der Divisor 
geseUt wird. Das Zeichen wird„dividirt durch" gelesen.) 

/A=Bund 

1) Vorauss. ^^ — ^ (^o i» und «wieder unbenann- 

te Zahlen sind. 

i B 

Behaupt. -= - 

IA=B und 

2) Vorauss. l ^^p 

(wo C und D mit Ä und B gleichartige Grössen sind). 

A B 

Behaupt. "^ = "p 

S. 14. €trunä»atai» Wenn von zwei gleit^en 
Grössen die eine grösser oder Heiner als eine dritte ist, so 
ist auch die andere bezüglich grösser oder kleiner als die drttte. 

!A=B und 
B>C oder 
B<C; 
Behaupt. i>C, im zweiten Falle 

A<C. 

Anmerk. In den meisten Compendien findet man noch mehre Grond- 
siue in Bezug auf Ungleichungen aufgestellt, doch lassen sich alle 
diese als LehrsiUe erweisen und finde» sich in meinem „Lehr - 
buche der allgemeinen Arithmetik.« Zweite AuHage. 
Halle, 1860. streng erwiesen oder mit Andeutungen zum Beweise ver- 
sehen. Wir haben von diesen S»Uw keinea Uer »ufgeftthrt, da in 



EiKleitnBg. S 

d«r Gaomdlrie taam eber tod eiDem derulksn ADweiiduiig gtmacbt 
werden dflrfle, ba?or die Schüler dieaelben ia der ArithmeLik gehabt 

»rittei UflUU 
OeKeBstABd der fieomeCrle abcrhanp«. 

§. 15. JErtetärung. Die Grössen, mit 
welclien es die Mathematik zu Ihun hat, sind dop|>e|- 
ler Art, 

1. Zahlgrüssen, 

2. RaumgrOssen. 

Unter letzteren versteht man die geometrischen Kör- 
per, Flächen und Linien. 

Der Theil der Mathematik, der es mit ersteren zu 
tbun hat, führt den Namen Arithmetik; mit letite- 
ren dagegen beschalligt sich die Geometrie. 

$■ 16. SSrhiitTUng. Ein geometrischer 
Körper ist ein nach alten Seiten ausgedehnter und 
vollständig begrenzter Raum. 

Beim geometrischen Körper unterscheidet man von 
den unendlich vielen Richtungen , nach denen er ausge- 
dehnt ist, 3 Hauptrichtungen, die Länge, Breite und 
Höhe oder Dicke. 

Beistehende Figur zeigt einige derjeDigen Körper, mit 



dn ParaIleI<$pipedon^ (eine Py^anide, «umAi €ylin- 
der, einen Keglel, eine Kugel. 

An merk. Aos der gegebenen Definition geht henror, dass c!in geome- 
trischer Körper nicht in der Wirklichkeit, sondern nnr in nnserm Be- 
wusstsein eiistirt. Man gelangt ivm Begriffe desselben, wenn man 
sich Ton einem gewöhnlichen (physischen) Körper alle Eigenschaften 
ansser seiner Grösse und Foriü Wegdenkt. 

f. 17. MrM&irUt9gf^ Die Grenze eines Kör- 
pen wird Fläche genäfmt. JDle t^läetie ist keinTheil 
des Rörpers und hat deshalb auch nicht drei Ausdeh- 
nungen, sondern nur die Ausdehnungen in die Länge 
und Breite. 

§. 18. JBrhl&TU/nff^ Die Grenzen eiaer 
Fläche heissen Linien. Die Linie ist ebenfalU kein 
Theil der Fläche und hfit deshalb von den zwei Aus- 
dehnungen der letztern nur noch die in die Länge. 
Eine halbbegrenztc Gerade wird em Strahl, eine be- 
grenzte, hingegen eine Strecke geaiBiit^ 

§« 19* XhrhtMTWÜgf. Die Grenzen einer Li- 
nie heissen Punkte. Ein Punkt isft kein Thäil eitier 
Linie und hat somit auch keine Ausdehnung. 

Ailnlerk. Eine Linie kann nicht dnrch Aneinandersetzong ven 4Hinkt«n 
gebildet werden, weil eben der Ponkt kein Theil der Linie ist) wohl 
aber kann durch t^orlbewegung eines Punktes eine Linie erzengt wer-» 
den , und man kann demnach eine Linie auch als den zurückge- 
legten Weg eines Punktes bezeichnen, tn gleicher Weise kann 
eine F^Jüi^ho als ^nröckKelegrer Weg einer Linie und ein 
Körper als znröckgelegter Weg einer Fliehe betrachtet wer- 
den, während aber ebenso wenig durch Aufeinanderlegen von Fliehen 
ein Körper erzengt werden kann. 

$. 20. ErhlUrung. 1) Eine Linie heissi 
gerade^ wenn alle Theile derselben eine und dieselbe 
Ktchlung haben**) 

Es wird dies der Fall sein, wenn die Linie so beschaff 



*) Die Aufsuchung von Punkten, die in einerlei Richtung d. h, also ii 
einer geraden Linie liegen , bezeichnet man mit dem Ausdrucke visiren» 
Vergl. darüber d. geodftt. Messapparat S. 8. Esdärfte nicht ungeeig- 
net sein, schon hier auf die efsten Grundbegriffe des Nivellirens hinzuden-^ 
ten. Das Nöthlge darfiber s, angeführte Schrift S. 38^42. 
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Ten ist, dus jeder Theü derselb > 

Mif eiBW aadern gelegt, leU^ 
teren votMändig deckt Die 
Linie wird dann auch die Eigen- 
sdiaft haben, dass sie bei einer 
Drehung um zwei auf ihr ange- 
nommene feele Punkte keinen 
Weg im Räume zarficklegt, d.h. 
keine Fläche hescbreiht. Eine 
gerade Linie wird Tersiofllicht 
durdi einen ausgespannten Fa- 
den, durch ein Bleilotll n. s. w. 

2) Krumm dngegen heisst eine Linie, wenn kein 
TheH derselbeti gerade ist. Eine krumme Unie wird 
eiiife Curve genannt. 

Anmerk. Der Drgrlf llkbli>| Mt in aiiMriB rDiwHilMiD b«grandi[ 

I Dnd llssl tsine veilrr« HedailioD id. Aus iltr Bcschaffonhell der ge- 

ndm Linie K'elil hertor, düss, tiaDD »\c «icli m ihrer eigenen Rieh- 

Imig rorlbenf {il 1 wii'dor eine grradc Linie, nnd lieine Fläche erzeugl 

wird. »DE .je il och lici einer Bi'tvfgung in irgend einer HPilcrn Ilicfaliing 

immer der VM hl. 

§. 20^. Xutata, Eine gtraä« Linie (gewßlmlich auch 

schlechthin blas Gerade genannti wird durch jeden auf ihr 

■ angenommenen Pitnkl in sioei' Theile gelheilt, welche auf eut- 

gegengeselzten Seiten des Punkts liegen. 

$.21. Erkl&rung. l) Kine Fläche lieisst 
eben oder sclilcclilliiu eine Ebene, wenn die gerad- 
lim'ge Verbindung irgend zweier Funkte ihrer ganzen 
Länge nach in diesellie fallt, so weit man sie auch nach 
beiden Seiten verlängern mag. 

Es wird dies der Fall sein, wenn die Fläche so beschaf- 
fen ist, dass, wenn man sich dieselbe noch einmal denkt und 
die eine verwendet auf die andere legt, kein hohler Taum 
zwisdien beiden bleibt. 

2) Krumm dagegen heisst eine Fläche, wenn 
kein Theil derselben eben ist. 

Die t- 18- befindliche Figur leigt ausser Ebenen ver- 
schiedene knunine Flachen (Cylinder-, Kegel- und KugelflSchen). 
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Anmerk. Ans der ßescfiaffenheit eiDor Ebene geht lierror^ dase^ wenn 
sich diese in ihrer eigenen Richiong fortbewegt^ der nrtckgeSegte 
Weg wieder eine Ebene sein wird^ dagegen bei einer Bewegang in ir- 
gend einer andern Richlang immer ein Körper entsteht. 

8. 21^ flButato* Jede in einer Ebene gezogene Ge- 
rade theilt diese in zwei Theilej weld^e auf entgegengesetzten 
Seiten dieser Geraden liegen. 

§. 22. MBrkiärwtUf. Von den im Vorher- 
gehenden näher bezeichneten Kaumgrössen werden die 
Körper und diejenigen Flächen- und Linienverbindungen, 
welche nicht in einer und derselben Ebene liegen, be- 
sonders behandelt, und es iuhrt dieser Theil der Geo- 
metrie den Namen körperliche Geometrie oder 
Stereometrie. Der. andere Theil dagegen, dessen 
Gegenstande als in einer .und derselben Ebene liegend 
betrachtet werden, heisst ebene Geometrie oder 
Planimetrie, auch wohl Epipedometrie. 



Planimetrie. 



Erster Abschnitt. 

Von der geraden ülnle» KretBllnle» von Winkeln 

und Parallellinien« 



Erstes Kapitel 
Von der geraden Linie im Besondern. 

§. 23. ChrundMOtef. Durch einen Punkt lassen 
sich unetidlich viele gerade Linien legen. 

§. 24. JüehrMOtOf. Durch zwei Punkte ist eine ge- 
rade Linie aber auch nur eine vollkommen bestimmt^ oder 
durch zwei Punkte lässt sich nur eine einzige gerade Linie 
ziehen. 

Beweis. Fielen zwei Gerade, die zwei Punkte mit 
einander gemein haben, nicht zusammen, so miisste wenig- 
stens die eine bei einer Drehung um diese beiden festen 
Punkte einen hohlen Raum umschreiben , was §. 20. wider- 
spricht. 

An merk. Eine gerade Linie wird durch zwei ßacbsfaben bezeichnet, 
welche man, wenn sie begrenzt ist, an ihre Endpunkte, wenn sie aber 
als unbegrenzt gedacht werden soll, an zwei beliebige Punkte dersel- 
ben setzt. Beim Lesen werden die Buchstaben hinter einander genannt 
und beim Schreiben nebeneinander gestellt.- 

§. 24^. 2KlfMto6» 1) Alle zwischen zwei Punkten 
gezogenen geraden Linien fallen zusammen, 

2) Wenn zwei gerade Linien ein Stück gemein haben^ so 
fallen sie ihrer ganzen Länge nach zusammen. 

§. 25. ChrundsatZ. Die gerade Linie ist die Mr- 
zeste Verbindung zweier Punkte. In dieser Beziehung heisst 
sie dann auch der Abstand der beiden Punkte, 
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An merk. Der hier als Grundsiu «nfgeslellte Satz Ui noch eiaea Be- 
weisea Rbig, welcber mcb in ^. 69^. 3. gegeben isl. Will mm iba 
demiincb als Grundsatz nicht gelten Us^n, so kann er bier geslricben 
■nd Dieb f. 69^ . «D/gestellt werden, wo dann aber auch f , S7. lon sei- 
ner Stelle genommen und hinter f. 69^. gebracht werden mOssle. Da 
f. 25. ausser in }. 57. bis duhin nirgends angewandt wor4en isl ond 
*0D 4- 97. Tor (, 69''. ebanfalls kein Gebraucfa gamaelit wird, so würde 
die logische Ordnung der Satze hierdurch gar nicht gestört werden. 

§. 26. WorderungttatS. IwiKhen zaei gege- 
hmm Punkten eine gerade Linie «t sieken. 

§. 27. WorderungtSCttäl, Eine begrenzte Ge- 
rade über einen oder leide EndpwnJcle hinaus beliebig weit xu 
verlängern. 

Aamerk. Durch die Tolgende Fignr wird die prak tisch e Ana rahrang der 
Linienmessong mittelst der Messketle versinnlicht. DieMessangmit 
dem LiDgeamesser siehe im Ü. Ciir&UE d. Planim. $. 45^. 



Zvettes Kapitel. 
Von der Kreislinie im AUgemvineTi. 

§.28. MrHUirungen, l) Von krummen 
Linien wird in der Elementar - Geometrie nur eine ein- 
zige beb'achtet, namlicb die KreisLiBie.. Dieselbe ist 
ein« ia sich zurücklaufende. Linie von der Bescbaffen- 
beit; dass jeder Punkt derselben ven einsm iooeibalb. 



VoB dar 'Kreislisie. 11 

iM^iendea PttBkt«, dem Hit tel punkte (Cmfnim), gleich 
weit eDtfentt ist. 

Anttark. t»ts Sit Kretilinie wirklich ein« kmism« Linfe ist, 4. h. 
4*u k«tfl Tb«il deraelbtn fende hl, mmt btaopAen du^ibtn wer- 
dsD, WM aber eftt tpi\»i (4.-73'. 1.) fcscbabta Libd. 

2) Die Von der Kreislinie eingeschlossene Fläche 
wird ein Kreis genannt. (Wo kein MissrerstSn^ss 
za färchten ist, wird auch gewöhnlich das Wort Kreis 
fOr Kreislinie gebraucht). 

3) Der Abstand eines Punkts der Ereislinie (auch 
Kreisperipherie, Kreisumfang genannt) vom 
'Jittelpunkle heisst ein Halbmesser (Radius) des 



So Biad ab, AB, ÄC, AD Radien. 

4) Die Verbindungslinie zweier Punkte der Kreis- 
linie heist eine Sehne (Chorda), z. B. EF, 

5) Jede durch deö Mittelpunkt gehende Sehne heisst 
Durchmesser (Diameler) des Kreises, z.B. DC. 

6) Ein Stück der Kreisperipherie heisst ein Kreis* 
bogen (Arcus), z. B. EGF. 

§. 28*. Xnt»ätae, 1) Alle Radim eines Kreiit» tind 
unter einander gleich. {AB= AC=AB.') 

2) Dtr ÄbitmA jedes Punktes innerhalb der Kräslinie 
VOM Mittelpunkte ist kleiner, jedes Punktes ausserhalb dage- 
gen grosser als der Radius, un4 umgAehrt: Jmachdtm der 
Abstand einesPunkts vom MiUetpunkte einesKreises kleiner, 
sbentogrosi oder grSsser als der Radius ist, jmatitdws 
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liegt dieser Punkt innerhalb, auf oder aueeerhalb ihr 
Kreiilinie, 

3) ÄUe Durchmeaer eines Kreises sind einander gleich. 

4) Jeder Durchmesser eines Kreises ist dappeU so gross 
als der Radius. (CD^2AC=i2ÄD=^2AB.) 

5) Einen Kreis kann man sich durch Drehung einer be^ 
grenzten geraden Linie (ab) in einer Ebene um einen ihrer 
Bndpunkte (a) erteugt denken, wo dann der zurückgelegte Weg 
dieser Linie der Kreis, der feste Punkt ( a ) der Linie der 
Mittelpunkt, der zurückgelegte Weg des andern En^lpunkts 
(b) die Kreislinie, und die gerade Linie (ab) selbst der 
Radius ist* 

Afimerk. Hierauf grfindet sich die Constrnction einer Kreislinie mit 
Hälfe des Zirkels. Der gebrinchüche Aasdrack ist dann : Mit gege- 
bener Linie als Radios einen Kreis oder Kreisbogen seb lagen. Ebensot 
gründet sich hierauf das Verfahren, mit Hälfe des Zirkels von einer ge^ 
raden Linie ein gegebenes Stock abzuschneiden. 



Drittes EapiteL 
Von den Winkeln. 

$. 29. MrktärUUff. Wenn zwei Linien 
(CE, BD Fig. 9.) einen Punkt (A) gemeinscbafllich ha- 
ben, und sich ausserdem bei gehöriger Verlängerung 
beider Linieh ^auf der einen (BD) zwei Punkte (B und 
D) angeben lassen , welche auf entgegengesetzten Seiten 
der andern (CE) liegen, so sagt man sie schneiden 
einander, und der gemeinschaftliche Punkt (Ä) hei$s( 
ihr DurchscfenTttspunkt. 

§. 29\. XUMatOf. JUwei^ einander schneidende Linien 
haben verschiedene^ Richtungen.^ 

Anmerk. Der durch die ABschauung gegebene nnd nicht welter zu de- 
finirende Begriflf „ d e r gleichen Richtung*' ist durchaus unverträg- 
lich mit dem Durchschneiden zweier Geraden. 

§. 30. MiehT^entZm Zwei gerade Linien können ein- 
ander nur in einem einzigen Punkte schneiden. 

Voraussetzung. Zwei Gerade schneiden einander. 

Behauptung. Sie können nur einen einzigen Durch- 
gchnittspunkt haben. 



VoB den Wlinkeitt. tt 

Beweis. Wir beweisen diesen Satz indirect und haben 
deshalb zu zeigen, dass die Annahme, die Linien schnitten 
üdk in zwei Punkten, auf etwas Ungereimtes d. h. einem frü- 
heren Satze oder der gesunden Vernunft Widersprechendes fuhrt* 
Dies ist in der That der Fall , denn schnitten sich die beiden 
Linien in zwei Punkten, so müssten nach §. 24^ beide Linien 
zusammenfallen. Es ist aber offenbar ungereimt, dass zwei 
einander .schneidende Gerade zusammenfallen sollten; deshalb 
ist die obige Behauptung richtig. 

§. 31. MrKi&rung. Die Abweichung der 
Richtungen zweier geraden Linien wird ein Winkel ge« 
nannt. Der Durchschnittspunkt der beiden Linien wird 
der Scheitel oder die Spitze und die Linien selber 
die Schenkel des Winkeis genannt. Die Richtungen 
der Linien werden stets vom Scheitel aus gerechnet. 

Man bezeichnet einen Winkel dadurch, dass man an je- 
den Schenkel und den Scheitel einen Buchstaben setzt. Beim 
Schreiben wird der Scheitelbuchstabe in die Mitte gestellt und 
so z« B. der Fig. L verzeichnete Winkel BAC oder auch CAB 
geschrieben. Beim Lesen werden die Buchstaben in dieser 
Reihenfolge hintereinander genannt. 

Von dem wahren Sinne des Wortes „Abweichung"^) 
bekommt man erst dann einen deutlichen Begriff, wenn man 
sich den Winkel als durch Drehung eines seiner Schenkel, 
während der andere als festliegend angenommen wird, ent- 



*) Wir hallen den Ausdruck „Abweichung" fOr entschieden angemess- 
ner, als den gewöhnlich gebrauchten ,)Neignng/' In erstem liegt der Ne- 
benbegriff der B e w e g n n g von etwas weg, im zweiten dagegen der Be- 
wegung nach etwas hin. Der Entsteh ungsart des Winkels durch Dre- 
hung entspricht aber nur der erster« Begriff. Die «. Mfinchow'sche De- 
finition: „Winkel zweier geraden an einem Punkte zusammengestellten und 
einerseits Ton diesem Punkte begrenzten Linien ist die Grösse derjenigen Dre- 
hung, durch welche eine vom Scheitelpunkte begrenzte, andrerseits aber un- 
begrenzte gerade Linie in der Ebene des Winkels von der Lage des einen 
Schenkels zu der Lage des andern stets fortschreitend gelangen kann," kön- 
nen wir, obgleich ein grosser Mathematiker (Jacobi in v. Swinden etc. 
S. 6.) ihr das Wort redet , noch abgesehen yon ihrer Umstftndlichkeit, nicht 
für ganz richtig erkl&ren, denn nach derselben erscheint der Winkifl als 
Handlung des Drehens selber, während er doch nur Resultat der Drehang ist. 
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Blanden denkt. Nehmen wir t. B. an , dass der Scbenkel AB 
(Rg. I.) vorher auf dem feslea Schenkel AO gelegeihab« asd 
dsrch Drehung im Sinne dee awiscben. die Schenkel gBeeidi* 
Daten Pfeils in seine jetzige Lage gekommen sei, so siebt man 
leicht, dasB hei fortgesetzter Drehung die Richtung das beweg- 
Heben Sdienkels von der des festliegenden immer mehr ab- 
weicht, d.h. dass der Winkel immer grJisser wird. Gleich* 
Boitig erkennt man aber auch , dass der Schenke) AB in seine 
jetzige Lage gekommen sein würde, wenn er von AC aus im 
Sinne des in der Nibe des Sclttttels gei^icfeneteD Pfeils ge- 
dreht worden wire. In diesem Falle wArde er einen grAssem 
Weg an durchlaufen gehabt haben, und die Abweichung von 
der des festliegenden auch eine weit grössere und also auch 
der enstandene Winkel ein weit grösserer sein. Der auf die 
erste Art entstandene Winkel heisstein concaver, der durch 
die zweite erhaltene ein convexer Winkel. Wen* imFol- 
genden von Winkebi obne weitem Zusatz die Rede ist, so 
Bind immer Winkel der erstem Art gemeint. 
Aprairk' Zm nesmag der Winb«l dieoen der MeBsij»cb, di« Baus-r 

lol«, der Theodolil. Die beiden eisleren werden d'irch DBcbfoIcenil« ' 

Figuren teriiiinliiJiL. 

Mcssliscli. 



Von den Winkeln. 
Stativ zum Messtiscli. 
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üeber 4en Gebrioch dieser Inttmmente s. d. geod&t. Messapfartt etc. 
p. 12 ff. 

§• 3P. XUMÜtaSm 1) Aus der vorigen Erklärung 
geht hervor, da$$ die Grösse eines Winkels durchaus nicht von 
der Grösse der Schenkel, sondern lediglich von der Abweichung 
ihrer Richtungen abhängt. 

2) Aus dem Bisherigen geht hervor, dass zwei Winkel 
gleich sind, wenn sie sich so auf einander gelegt denken lassen, 
ddss Scheitel und Schenkel einander decken, vorausgesetzt, dass 
man beiderseits die concaven oder convexen Winkel meint. 

§. 32. Xhrkiärungen. l) Wenn man 
zwischen den Schenkeln eines Winkels durch den Schei- 
tel eine oder mehre Gerade zieht ^ so machen die da- 
durch entstandenen einzelnen Winkel zusammen offenbar 
den ursprunglichen aus, und man nennt deshalb letzte- 
ren die Summe der einzelnen Winkel« 

2) Ist nur eine Linie durch den Scheitel gezogen, 
so nennt man in gleicher Weise jeden der dadurch ent- 
standenen einfachen Winkel die Differenz zwischen 
dem ursprünglichen und dem andern neu entstandenen« 
Es ist demnach (Fig. 2.) 

BAD+DAC=iBAC und 
BAC - BAD = DAC. 

§..32\ XWMOia. Wird zwischen den Schenkeln ei- 
nes Winkels durch den Scheitel eine gerade Linie gezogen, so 
bildet diese mit jedem Schenkel einen kleinem Winkel, als der 
ursprüngliche ist. Und umgekehrt: Werden zwei Winkel von 
verschiedener Grösse auf einander gelegt, dtus der Scheitel 
und ein Schenkel des einen auf den Scheitel und einen Schen- 
kel des andern zu liegen kommt, so fällt der andere Schen- 
kel des kleinem Winkels zwischen^ die Schenkel des andern 

Winkeb. 

« 

§. 33* AufgOfhe. Die Summe zweier gegebenen 
Winkel zu finden. 

Auflösung. Man lege die Winkel (BAD und CAD 
Fig. 2.) so an einander, dass sie den Scheitel (A) und ei- 
nen Schenke] {AD) gemein haben. Der von den beiden nicht 
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gemeinschaftlichen Schenkeln (ÄBp AC) eingeBdiloüsene Win- 
kel (BÄC) ist die verlangte Summe. 

Beweis. Die Richtigkeit der Lösnng folgt aus §.32. },) 

§. 34« j§.ufg€Lbe. Die Differenz zweier gegehmm 
Winkel zu finden. 

Auflösung. Man lege die Winkel (BAC und DAC 
Fig.2.) so aufeinander, dass sie den Scheitel (A) und ei- 
nen Schenkel (AB) gemein haben. Der von den beiden nicht 
gemeinschaftlichen Schenkeln (AD u. AC) eingeschlossene Win- 
kel (CAD) ist die verlangte Differenz. 

Beweis. Die Richtigkeit der Lösung folgt aus §.32.2). 

§. 35. Mrhlnrungen. l) Man kann durch 
Drehung des einen Schenkels eines Winkels die Schen- 
kel einander so weit nähern, dass sie beide endlich zu- 
sammenfallen. Man sagt in diesem Falle, der von den 
Lioien gebildete Winkel sei ,,Null/^ Der zum Null- 
winkel gehörige convexe Winkel heisst ein voller 
Winkel. 

2) Wenn die Schenkel eines Winkels ohne zusam- 
menzufallen eine gerade Linie bilden, so heisst der Win- 
kel ein gestreckter. (Fig. 3.) 

Es ist leicht ersichtlich, dass der concave und der con- 
vexe Winkel beim Gestreckten gleich sind, woraus also folgt, 
dass der Gestreckte die Grenze zwischen jenen beiden Win- 
kelarteB bildet. 

§. 35^. Xusätate. l) Der Nullwinkel, der volle 
und gestreckte Winkel sind die einzigen Winkel, deren Schen- 
kel einemder nicht schneiden können y sondern in eine einzige 
Gerade fallen. 

2) Mit Rücksicht auf §.3). kann man auch sagen: ha- 
ben die Schenkel eines Winkels einerlei Bichtung , so ist der 
Winkel ein Nutlwinkel oder ein voller Winkel, haben dage- 
gen^ die Sehenkel entgegengesetzte Bichtungen , so ist der Wtn- 
kel ein gestreckter. 

« 

§. 36. MJehrBUta. Alle gestreckten Winkel sind ein- 
ander gteick. (Fig. 3.) 

Vor aus s. BAC und BDF sind gestreckte Winkel. 

Wiegend, ir Cur», d. FUm, 4te Aufi, 2 
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Bebauet. BAC^tDF. 
Beweis. Da die SoiMokel beideir Wiakel geraile LiAi«n 
bililiBO und gerade Liniert jeder ZiiU zur Deckung ($. £4^ 1.) 
gfibradsit weiden kunnep. so sind i§. 3JL^ä.) die Wintkel ein- 
ander gleich, weil es in diesem Falle einerlei iftt, in ^eidiiln 
^iünel die WiJDkel als eiitsUnden gedacht werden. 

' §,97. JErklärUng^ Wenn ».au den einen 
S(iheiikel eines Winkels über dien Scheitel hinaus verlän- 
gert, so entsteht ein neuer Winkel, welcher der Ne- 
benwinkel des ursprjungh'clien genannt wird. ^lehen- 
winkel sind demnach solche Winkel, welche den Scheitel 
und einen Schenkel gemein haben und deren nidit gq- 
meinschaflliche Schenkel eine gerade Linie bilden. 

So sind (Fig. 40 i^ii^und D^C Nebenwinkel zvk^iüW^v, 

. %* 38. J^eAr4?d»fj8f. fite Summe zweier N^eiminksl 
ist jederzeit ghieh einem gestrecklen Winkel. 

Voraus s. BAC und CAD sind Nebenwinkel, 
»ehaupt, fA£fr\'CAD;=BABy <Fig.4.) 

Beweis. Folgt unmittelbar aus S. 32. 

§. 38*. WMSätZCm 1) Alle NebeniDinkelpaare sind 

unter' sich gleiche 

BAF+'li'AG=BAE + EAG = BAD + DAG 

^BAC + CAG. (Fig. 6.) 

2) Zu gleichen Wifikeln gehören gleiche Nebenwinkel. 

... * , •. . • , - , . 

,.,§,. 39, MrHlUruug. Sind »wei Neb^nwi/*- 
iel (|'igt5) qnander gleich, ^o he^a&t jc4er m x^^hr 
ier Winkel oder schlechthin ein R echtem. Vo» 4w 
S(?henl^€(lp ^tiines recb^pn Winkek sagt ^iWi *^ass jeder 
auif de^Q an4ern sei^kreclit (lothrecht^ ^'erpqu- 
di ciliar) stehe jtrnd nenat jedpff gpli^nl^ i^i H^ug 
auf dea, aqd^n ein Loth (Perppn4ikeil^ßj^^er\l^- 
rechte). - * ^ .. 

(Daa ^(ßiehQ^i fler Perpe^diJ^ib^M^t i4 (-^J u^ ^3" 
schreibt ABA.CD oder auch CjD-L4B. ; ^im^ rÄ<44^ Wiftr 
ke) b^^ichne^ sian (^v^rch J{;> 
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Anuetk. Z<ir AtffHlnng rechPer eintet im FrMe Irfdlenl i 
'' j^I '|(rBiit«oliB)t>e,^rH Win bellpU gell, 
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2fi V^n den Winkeln. 

§. 36^ XMBätfXe. 1) Bin rechter Winkel ist die 
Hälfte von einem gestreckten, oder ein Gestreckter ist gleich 
zwei Rechten, 

BAC^-^CAD und BAD^^CAD. (Fig. 5.) 

2) Alle rechten Winkel sind unter einander gleich. 

3) Die Summe zweier Nebenwinkel ist gleich zwei Redi- 

ten. (Fig. 4.) 

CAB+CAD=i2R. 

Beweis. Folgt aus 1.) mit Zuziehung von $. 38. 

§. 40. JEvhlaVUHg' Sind zwei Nebenwin- 
kel ungleich, so heissen sie schiefe Winkel, ausser- 
dem wird der kleinere ein spitzer, der grössere ein 
stumpfer genannt. 

§. 40^. XuMUta. Ein spitzer Winkel ist kleiner als 
ein Rechter, ein stumpfer hingegen grösser als ein Rechter, 
doch kleiner als ein Gestreckter* 

In Fig. 4. ist CAB ein stumpfer und CAD ein spitzer 
Winkel. 

§. 41. Mjehrsatsf. Wenn man von einem Punkte 
einer geraden Linie, der nicht ihr Endptmkt ist, auf einer 
Seite derselben beliebig viele Gerade zieht, so ist die Summe 
aller einfachen Winkel gleich zwei Rechten oder einem ge- 
streckten Winkel. (Fig. 6.) 

Voran SS. AC, AD, AB, AF, sind durch A auf einer- 
lei Seite von BG gezogen. 

Behaupt. BAC+CAD-^-DAE+EAF-^-FAG «= 2 Ä. 

Beweis. Folgt aus $. 32. und $. 39^ 1.) 

§. 41^ Xusata* Wenn von einem Punkte in einer 
Bbene beliebig viel Linien nach den verschiedensten Richtun- 
gen gezogen werden, so beträgt die Summe aller einfachen 
Winkel 4 R. (Fig. 7.) 

Vtorauss. AB, AC, AD, etc. sind Linien, die in ei- 
ner Ebene liegen und von einem Punkt ausgehen. 

Behaupt. BAC + CAD+DAE + EAF+FAG+GAB 

= 4 R. 

Beweis. Man verlängere eine dieser Linien z.B. AD 
über den Punkt A hinaus ^bis Bt dann folgt di« Richtigkeit 
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Von den Winkeln. \ ^ 
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des Satzes unmittelbar aus dem Hauptsatze, wenn J. 32. 
gezogen wird. 

Anmerke Ausser den in Fig. 6. und 7. anfgefährtcn Winkeln kommen 
noch viele andere Winkel [Yor, welche Samg^en jener einfachen Win- 
kel sind. Ihre Aufführung bleibe dem AnAinger nberiasseo. 

$. 42. JtJehrsatZ, Wenn zwei WinM den Stkei- 
tel und einen Schäkel gemein haben y die nicht gemeinschaft^ 
liehen Schenkel auf entgegengesetzten Seiten des gemeinschaft- 
lichen liegen , und die Summe heider Winkel = 2 Ä. ist ; so 
bilden die nicht gemeinschaftlichen Schenkel eine gerade Linie. 
(Fig. 8.) 

Vorauss. BÄC+.BAD^2R. 

Bebaupt. CA und AD liegen in gerader Linie. 
' Beweis. Cfesiftzt CA und AD lägen nitbt in gerader 
Linie , so könnte man. CA bis B verlängern und erbielte dem«- 
nach nacb $. 38. 

BAC-\- BAE ^BAC+BAD 

und nach Anwendung von $. II. a. 

BAD^BAE.\ 
was nach %. 8. ungereimt ist. Folglich ist die Annahme falsch, 
dass AD nicht mit AB zusammenfiele.*) 

§• 43. MvUl&VUng. Wenn man beide Schen- 
kel eines, Wipkels über den Scheitel hinaus verlängert, 
so erhält man 4 Winket, von denen je zwei gegenüber- 
liegende Scheitelwinkel heissen. Scheitelwinkel sind 
demnach solche Winkel, die einen gemeinschaftlichen 
Scheitel haben, und bei denen die Schenkel des einen 
die Verlängerungen der Schenkel des andern über den 
Scheitel hinaus sind. 

In Fig.* 9. sind BAC iind BAD und ebenso CAD und 
EAB Sdlßitelwinkelpaare. • 

• ^ 

$. 44. Mä€hT9mlaF. Je^zwei Scheitelwinkel sin^ ein- 
ander gleich. {Fig, 9.) * 



*) Man kann auch so schliessen: Da CAB-^BAD^iCADzzi^ B, oder 
gleich einem Qüstreckten ist, so müssen die Schenkel des Winkels ACD 



eine gerade Linie bilden. 
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Jli,Ux. Abi«|inil,t; 

bc, BAU sJiM] SohttiteittwJisl. 

BAC=BAD. 

I iat , 

CAB = SAB-h€AD 

aus nacb Anwendung von §• II. a. die 
ptting folgt. 



Tlsrtts lapltol. 
Von Parallellinien. 

§. 45. JSrftlflftrtM^/ Von' zwef Linien, welche 
otiiitt euiamtiteiMuFalltni n>trk 'b«i(fei) Seiten eine und 
dJBBelbe ßiclitan^ haben, sagt Aaftn, 
sie seien g l<eichia ufenfl oder 
parallel. (Fig. 10.) 

Das Zeichen der 1*araAeli(ät ist 
(II) und man schreibt AB^Cff. Bei- 
stehende Fignr veranschaulicht eine 
Anwendung der ParaHelllät zweier ge- 
raden Linien. 
AiiYnerli. Man hötinlc bJer Tragen, «es es 
ilciiii «igcnUtcb heisae, „zw«i Uni«» ha- 
ben einerlei Kichlung ; " docb hierauf bannen wii aar aalivorleu, düs 
das „Glcjetigcricblelseiii" iwcier Geraden eine blosse AaachauuDg 
isL, die begreircn zu wollen eben so ibStichl sein ivOrde, 'als|il(is Ver- 
langen einen RcgrilT anzuüchaucn. 

§. 45^. Xusätse. 1) D<t "inn von eineai\ FunA^te 
nacA allen möglichen Bichlungen gerade Linien »ieken kann, 
es musi sich auch durch eitmn Punkt ausserhalb einer Linie 
eine zweite ziehen lassen, welche mit der ersieren dieselb-ß 
Bichluag hat, d. h, die ihr parallel ist. Wie eine *lche Li- . 
nie zih ziehen ist, wird §. 59, und §. 7S. gezeigt. 

2) Parallel» Linien bilden mit anander einen Nullwin-^ . 
M. Sie schneiden einander niemals und nirgends, so weit 
man sie auch nach beiden Seiten verlängern mag. Man^ kann 
deshalb atich ffiSen: der Scheitel^ diesei Nullwiiüceh Uefi fn • 
unendlicher Entfernung, 



Von diet fPar4VUUi»iBn. 2|' 

Ein Widni: iH hämKdlt (f. 31.) die AbweUkun« detf 
Ricbtungen zweier Gerate». Da.nim parallele Linleii einerlei, 
also keine abimehenden Ricbtiiogeii baken, so i9t eben deren 
Abweichung NüH> »im mifb der Ton ihnen gebildete Winkel 
ein Nallwinkel. Daraus folgt aber zugleich, dass parfttlele 
Linien einander in der Endlichkeit (d. h. wirklich) nicht schnei- 
den können , denn dann müssten sie ja, um einen Nullwinkel 
bildi^ zu kd»nen, zuasmuaieQfallen (S^ 35^*) 

Aomerk. In der Wirklichkeit scJi^iot es, ald ob der voriglB Salz nicbl 

^ uaht wäije^ D^aa siebt z. B. ein Aog^' tkt^ eiwsr Pappejallce auf 

Ipciden Seiten einer Landstrasse, so scheinen sich die beiden ßauni- 

reihen in der Fernjß immer mehr und mehr za nähern. Es ist dies 

rol^e viort dför' verschiedenifn Grösse der" Gesichtswinkel. 

Umgekehrt, wenözwei nicht züsamnienfafiende Gerade, 
so viel man sie auch nach beiden Seiten verlängern mag, nie- 
mals znjn Durchschnitt kommen, so können sie auch keinen 

« 

Winkel mit einander bilden; sie bflden also mit einander 
den, Winkel Null, haben also keine abweichende, son- , 
dern. einerlei Richtung, sind mithin parallel. Wir können also ' 
den vorigen Satz auch umkehren und feagen: 

3) ,,Wenn zwei gerade Linien, so weit man sie auch 
v&längern mag, doch nie zum durchschnitt kommen, so sind 
sie paralHL 

S- 46. Chrundsat^. ' Äendem sich die Dichtungen 
zweier Geraden nicht, so bleiben auch die Abweichungen die- ' 
sef ^ichlitngtn vingtä^dert, rf. Ä, sie bilden nach wi-e vor'den- 
setbitfi W%ket 

Erläuterung. Denken wir uns (Fig. 11.) die Lage 
der beiden Geraden AB und AG, in der Weise verändert, dass 
AB in. die Lage i'fi'und i^ in die Lage A*C' gekQmmen sei, 
so ist die Abweichung der Richtungen der Linien A'W und 
A*C* dieselbe, wie die der Richtungen. AB upd AC, wenn die 
Ljnien.iÄ mid iC bei der F^ortbewegung nach A'C' und B'D* 
be^glicb ihre Richtungen nicht geändert haben. 

Da aber der Winkel , welchen' zwei Linien : eiHsehliessen, 
die Abweichung der Richtungen dieser Unien idt, so schlies- 
s^n die b^idüinf sdkneidK^nden Liniän m ibper ieuen Lig« A'B* 
und i/C^ dft»$fiilki^ WAnkel: oin^ alfr in der ursppiuiglkheB 
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AB und ACj vorauBgeseUt Diiolicb, dass nia& die- Winkel 
meint, weiebe in ein«m mid dem^dken Sime (s« $« Sl*) 
durch Drehung entstanden gedacht werden kennen. 

Ainerk. Wir können obs von der GTtdenz ditees SnUes «neh dsrck 
^a^ iodirecle Belraicbtaofsweise leicht öberzeagen. Gesetzt die Win- 
kel änderten sieb, so wfirde dies beisseo (nacb der Definition Tom Win- 
kel) die Abweichungen der Ricbtnngen änderten sieb. Eine Aende- 
rang der Abweicbnng der Ricbtnngen wfirde aber offenbar eine Aende- 
rung der Richtungen sein, ebenso wie ein Kleid ein ▼erlndertes wird, 
wenn z. B. dessen Farbe sieh ftnderk 

§. 47. Mrhtßrungf. l) Wenn zwei Linien 
von einer dritten durchschnitten werden, so entstehen 
überhaupt acht Winkel, von denea die zwischen den 
durchschnittenen Linien liegenden innere, die ausser- 
halb derselben liegenden äussere heissen. Ausserdem 
nennt man 

2) je zwei Winkel , welche an verschiedenen Durch- 
schnittspunklen auf einerlei Seite der durchschueidenden 
Linie liegen , und von denen der eine ein äusserer, der 
andere ein innerer ist, correspondirende oder Ge- 
genwinkel. Endlich heissen 

3) je zwei innere oder äussere Winkel, welche an 
verschiedenen Durchscbnittspunkteu und verschiedenen 
Seiten der durchschneidenden Linie liegen, Wechsel- 
winkel. 

In Fig. 12. sind ABC und BEF, ABB und BEG, CBE 
und FEH, ÜBE und GEH correspondirende urffl DBE und BEF, 
CBE und BEG innere, hingegen ABC und GEH, ABB und 
FEH äussere Wechselwinkel. 

$. 48. Mjehrsata. Wenn zwei parallele Linien von 
einer dritten durchschnitten werden y so sind: 

1) je zwei correspondirende, 

2) je zwei Wechselwinkel einander gleich, und 

3) es beträgt die Summe je zweier innern Winkel auf 
einerlei Seite der Durchschneidenden zwei Rechte. (Fig. 12.) 

I) Voraussetzung. DC\\GF, 
Behauptung. ABC^BEF. 
Beweis. Es ist zunächst klar, dass die 1)eiden Winkel 
bei ABC und BEF als in einem lind demselben Sinne (s.S*31.} 



Von it% P«f«lUlliftieo, 

0Bt8taiiden g^da^t werden Ir6|in^, nfimiieh nadi unserer Fi- 
gur durch Drebtmg der parallelen Scheokel B€ and EF tob 
der'Dordischiieidenden AB aus im Sinne von links nach recbis« 
Nun liegen aber femer die Schenkel AB und BE auf der Durdi- 
schneidenden , also in einer und derselben Geraden, und ha- 
ben demnach eine und dieselbe Richtni^. In gleicher Weise 
haben aber adch die Schenkel AC und EF als parallele Linien 
eine und dieselbe Ificbtung, folglidimuss auch die Abweichung 
der Richtungen der Schenkel AB und BC der Abweichung der 
RichUmgen der Schenkel BE und EF ( nach S* 46. ) gleich, 
d.b* ABC iMd BEFy da sie, irie wir oben gesehen, in ei* 
nerlei Sinne entstanden .gedacht werden kennen , selbst gleich 
sein, w, z. b. w« 

2) Voraussetzung. DC\\OF. 
. Behauptungt DBE^BEF. 

Beweis. Nach 1. ist ABC=BEF, woraus mit An Wal- 
dung von $. 44. die Richtigkeit der Behauptung folgt« 

3) Voraussetzung. DCO GF. 
Behauptung. CBE + BEF=^2R. 

Beweis. Es ist ABC+CBE^2R., woraus mit Zuzie- 
hung von 1. die Richtigkeit der Behauptung folgt. 

S* 48^. Xusatofm Sind die Schenkel zweier WinM 
bezüglich einander parallel, so sind die Winkel entweder gleich 
oder Nebenwinkel zu einander. 

$. 49. MäehrBOitPf. Wenn zwei gerade Linien von 
einer dritten durchschnitten werden, und es sind 

1) ein paar correspondirende , oder 

2) ein paar Wechsel -Winkel einander gleich, oder end- 
lich es beträgt 

3) die Summe zweier innem Winkel auf einerlei Seite 
der Durchschneidenden 2R, 

so sind die durchschnittenen Linien paralleL ifig. 13.) 
1) Voraussetzung, ABC—BEF. 
Behauptung. BC\\EF. 
Beweis. Gesetzt BC wäre nicht |]EF, so mdsste sich 
durch den Punkt B (s. §• 45^. 1.) eine Parallde mit EF zie- 
hen lassen ; diese möge BC' sein. Hieraus wüi*de (nadi $. 480 
folgen, dass ABC=:BEF und also auch ABC' ^ ABC wäre, 



vm <«i»cb S. &) uilf^eiBit. fei, «I mdohle iMt Bf^r^fimAm 
die SebenM dM Winkels A»C oter a«ft»erlialb defselted fii- 
Um. Es isi Aemnaeh 4m Angabe fdhclh d»86 il(f leiae ?m 
£C vei^Ued6B6 Linie iKär^. 

2) Voratssetsung. DBEnnMF, 
Behauptung. DC||£F. 

Beweis, Folgt aus I. nach Anwendung fon §.44« 

3) VoraussetBUDg« CBE^BEF^^R. 
Beihauptting« 'BC\\E¥. 

BeWeiiT. Es' ist ABC^CBK^d^^R^ dies fQhrt, iMAn- 
Hiengehalten mit $. 9» und 11. a^, aöf ABC^BMF^ .worHus 
die fficbtig^teit der Biehadptuiig nach 1. folgt 

$. 49^. 2Cif#af/r. Wenn zwei Linien auf einer und 
derselben dritten senkrecht stehen , so sind fie parallel. 

%, 50. jMufffabe* Durch einen gegebenen Punkt 
ausserfialb einer Geradenmit dieser aüfmechauische Weise 
eine Paratlele zu ziehfix^. (Fig. 14.) 

Auflösung. Mau lege einen Winkelhaken*) so an 
die gegebene Linie AB^ dass eine seiner Kanten mit der Li- 
nie genau zusammenfallt, üirrauf lege ipan eiii gic^naues Li- 
nepl an eine der beiden übrigen Kanten, halte das Lineal fest 
und schiebe den Winkelbaken an dem Lineale so weit forty 
bis die Kante, welche vorher an die Linie AB gelegt wurde, 
auf den Pgnkt M zu hegen, kommt. Nun ziehe man längs 
dieser Kante eine Linie CD. Diese ist die verlangte Parallele. 

Das angegebene Verfahren stützt sich auf $. 49. 1, 

S- 51. Jt^ehrsatOfm, Wenn zwei linien einer dritten 
parallel sind, so sind sie unter sich paralleL {Fig. 15.) 
Vorausse.ta^un^. CD || GH 

CD||£F 
Behauptung. EF\\GB. 

Beweis. Da 3 gerade Linien, welche in einer Ebene 
hegen, im Allgemeinen nur 3 Richtungen angeben können, 
S9 muss Jede vierte.Linie, die eine von den 3 Richtungen ver- 
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' - ' *) Mail Vefstehl daroiKer ein rechtwinüliges Dfeieek Von Holz, Mes- 
sitg» etc. 
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adiietfiMie; Richliiiig b»l'» jede der S Linieii sehnädeD. Se| 
nun AB eine soldie Linie, welche die 9 gegebeneiv bezögltch 
m I, K wid. £ schneidet, so folgt ans der ersten Yoraos- 
seisnog, 4his8 aama^ und aus der zweiten, dass x:s=y ($. fS. 
L) ist» woraus f/^M uwd somit BFWSE (nach $.49.1.) 
foigl, w.z. ii«w. 

(Die Riebtigkeit des Satzes folgt eigentlich schon aus der 
itofiDitio« pfiraUder Union.) 

S* 92. WiUsataf. tTenn eine gerade Linie die einei 
von zwei Parattelen schneidet , so schneidet sie bei gehörigier^ 
Verlängerung auch die andere. {Fig. 16,) 

VorM^setzung, (^g ^^h^,«,, ^^^ 

Behauptung. FC schneidet auch AB. 
13c weis. Schnitte die Gerade FG die eine Parallele 
CB in B; die andere AB aber nicht, so niusste' Fff ||,i4fi sein 
(nadi §.45*. S.)', was nach vorigem S., da CD\\AR nach 
Voraussetzung, auf die Ungereimtheit führen würde, dass 
€D Ij FW wäre. , . 

(Die Riclitigkeit dieses Salzes folgt eigentlich schon aus 
di?m Beweise des vorigen.) 



Zweiter Abeebiutt. 

V^m. den ebenen Figaren im AUgewelMen ttnid ilctt 
Breieeken, nanentlicli deren Congruen«- ins 

« Besendern, 



Erstes Ka|iteL 

Von den ebenen Figuren im Allgemeinen. 

Seilen begrenzte £bene wird eine ebene Figur ge* 



i8 Zwaitflr A.bi<kBitt ; 

2) Dia gaDie Grani« eioer ebeiKD Figur hmeil ihr 
Um fang (Perimeter). 

3) Wird eine ebene Figur von geradtn Linien (wo 
„drei" die geringste Anzahl ist, da iwei oerade Linien 
keinen Fläcbenraum eiaschliessea kÖniieQ), ein^schlos- 
sen, so nennt man die Figur eine geradlinige, und 
jede der Linien eine Seite derseUien. Ist sie von einer 
oder mehren krummen Linien eingeschlossen, so heisst 
sie krummlinig, und ist sieendhch ron geraden und 
krummen Linien eingeschlossen, so wird sie gemiscbt- 
linig genannt. 

§• 54. SirkMirungf* Jenachdem eine ebene 
Figur von 3, 4, 5, n Seiten begrenzt wird, wird sie 
ein Dreieck, Viereck, Fünfeck und allgemein n- 
eck (Vieleck, Polygon) genannt. 

Zvsats. Jedes Vieleck enikalt ebemoviel Witdcel imd 
aho awh Winkelipitsm oder sogenannte Bckpunkle, als Sei- 
len. Denn da jede Seite mit ier darauf folgenden xtnd die 
letzte wieder mit der ertten einen Winkel bildet, so muts die 
Zahl rfer Wit^el der der Seiten gleich sein. 

§. 54*. Erklärungen. 1) Sind die Sei- 
*en und Winkel eines Vielecks unler sich bezüglich gleich, 
so wird es ein reguläres Vieleck genannt. 

2) Kommen in einem Vielecke ein oder mehre 
convexe Winkel vor (Fig. 17.), so nennt man es ein 
Vieleck mit 
$. 55. 
cbe, ohne 
sein, zwei 
eines Video 
heissl eine '. 
So siDd i 
der Figur AI 
BE, BFn- a. \ 
Zusati 
Us$t sieh k 
xiehen. 



Van den fireieekeii« 29 

Iwdtea ItpiUL 

Von den Dreiecken. 

|. 56. Mhrki&runSfen* l) Sind in einem 
Dreiecke die drei SeHen einander gleich, so heisst es 
ein gleichseitiges. 

2) Sind in einem Dreiecke zwei Seiten einander 
gleich, so heis9t es ein gleichschenkliges. Die glei- 
chen Seilen heissen in diesem Falte die Schenkel, ihr 
Zusammenstossangspunkt die Spitze und die dritte Seite 
vorzugsweise die Grundlinie (Basis) des Dreiecks. 

3) Sind alle Seiten eines Dreiecks ungleich, so 
heisst es ein ungleichseitiges. 

4) In einem Dreiecke heisst ein aus einer Winkel- 
spitze auf die gegenüberliegende Seite oder deren Ver- 
längerung gefälltes Loth eine Höhe, und in Bezug dar- 
auf die Seite, auf welcher sie senkrecht steht, die 
Gründlinie des Dreiecks. 

§. 57. Mjehrsätae* 1) In jedem Dreiecke iet die 
Summe zweier Seiten grösser als die dritte. 

2) In jedem Dreiecke ist die Differen% zweier Seiten 
kleiner als die dritte. (Fig. 19.) 

Beweis. 1) Folgt unmittelbar aus $.25. (Vergl. $. 6*^.) 
2) Folgt aus 1.) mit AnweodaDg yon $. 11. bv 

§. 58. Urkiärung. Wenn man eine Seit« 
des Dreiecks verlängert, s^ imistebt ern neuer Winkel, 
welcher Aussenwinkel des Dreiecks heisst. 

§. 59. MJehrsata. Der Aussenwit^el eines Dreiecks 
ist gleich der Summe der beiden Dreieckswinkel, trelcft« nick 
Nebenwinkel von ihm sind. (,Fig. 18.) 

Voraussetzung. MCD ist Aussenwinkel des Drei- 
ecks ABC. l 

Behauptung. ßCD^A»€+ BA€.' 

Beweis. Nach $.45^1. muss es eine gerade Linie 
geben , welche dnrch. C gebt und || AB ist. Diese Parallele zn 
AB muss auch offenbar zwischen den Schenkeln des Attssen- 
wiiAek liegen, denn läge sie zwischen den Sohenkeln A€, und 



BC, so mDsste sie mit AB mm DnnhschniU kommen. Sei 
nun CE diese Parallele, so Iheilt sie den Winkel BCD in zwei 
Stücke nCE und ECD, wovon BCE= ABC als Wecliselwinkel, 
und ECBi=fBAC »Is CMrv^ndirentle Wirttl sind. Wendet 
man nocfa %, \% a. «■> »o folgt 4ie Ricfatlgkcil d» Behavplimg 
iminiltelliar. 

S- &9^> ZlUOf JE. Do* AftiunwinJcel ei'wi Brtitcics ist 
immer grösser ah einer der beidm OräetkwmiW'ktl , diß niOU 
Nebenwinkel aon ihm ti*d. 

Beliaupt. BCD>ABC und aiick B€D>B4C 

S. 60. XiehrsMtz. D''e >Siwinu atf«r <jr«t WinM 
im Dteieek ist gleich zvei flecA/en. (Fig. l-8.i 

Voraussetzung. ABC, BCA, C4fl sind Winkel in 
einem l)reiecke. 

Behauptung. ABC-{-BCA+CAB = 2R. 

Beweis. Es ist BCD-f ßC^=2ß (S.39'.3.). woraQ« 
init Zuüieliiing von S Ö9. die Riditigkeit der Behauptung rolgl. 

§. 60''. Xu»dtg€, 1) Itt eiMtm Dreiecke kann u^r 
ein rechter und ebenso nur ein stumpfer Winkel, wohl aber 
kinneK drei spitze vorkommen. . 

2) Sind in einem Dreiecke sie«' Winkel oder mch Itnr 
ihi^e'Svmmt beknnnt, so ist es auch die Summe der beiden andern. 

3) Sind in zwei Dreiecken zwei Winkel liezllglith ein- 
ander gleich, so sind es auth die drillen. 

Auf den letzten dieser Zusätze grQndet sich Tolgender 
psaktisehe SMz: 

„Der Eievalionitoinkel ei- 
ner gegen den Horizont ge- 
ne/gfe» Geraden ist gleich dem 
Winkel, welchen das Bleiloth 
einer auf die Gerade aufgesetz- 
ten Selztcage mit dem Hshen- 
einschnitle der letzteren bildet. 
: §, &K jBrÄIÄrWWS^ ReclU winklig lieisst 
«inürmoky Wdnn. «s eiqeii recbten, 3Um pfwinfclig, 
iKftlia es öinisnsUÄrtpfiMiinid spitzwinklig, wenn es 
^■ßpHia Wräkol mlUM. \m Fechtwinkligeti Dreien 



Von d&t* OoingfileiiK cterNFiguren. 

b«}sl^ ' die ' ikn ' recMeb ' Wmkt^t dnsehl jeiisemfen 'Seiten 
Katbeten, und die dritte Hypoteirtis^i ^ '• 

2SiSiift. Im recKitöinkhgen Dreiecke ist 'äie Summe 
der beiden spitzen Winkel auch «* R, im stumpfwinkligen <C W, 
tmrf im spitzfoinkligen ist die Summe' twei et Winkel > R. 



Drittes Kapitel. 
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iVon. der Coi^gruena^ (]^er Figuren, tn^bcsomlerc ijer 

Dreiecke. j\ 

' \ §. 62; JBrtitü)fntnil. Ebene Figuren hefisen 
cangrueht, Wenn siö sfcb so auf einander gelegt 
denken lassen, dass sie in allen Pnnklen tfmr Grenze 
znsammenfaHen oder einander decken. fDas Z'eicben 
der Congruenz ist g^.) . i :> 

; .Z^s,at^,-€if3i0rue^teFig'y^ren^ hahm^jedex^eii gleichen 
Flächeninhalt und es sind in denselben di^ gleichliegsndeH (Ao r 
mQl9^en)\ SeiUt^ %f»d Winkel einander gleiche ^ 

Annaei^. >|dl»gleich die Congruenz zweier: Fi^iirfeil den glpidheti FlSbclitii» 
iaJiaU de4>;a|(>^n. hfdiogl) s^ kann jedoch ueigfl^brl v^^^i dem j^leil^hen 
Plächcniiihalle zweier Figuren nicht auf ihre Congruenz -ge^ciiiofisej? 
w£^den. Will man den BegrifT der Congriien/ njoch auf geraxlc Linien 
lind Wiirtiel ausdehnen, so hat riian es hier allerdings "mit Cegenslän- 
.tkn «n Ihim, hei Üenen der SchlJiss rficüwliris' efoenfaMs gemacitt wer- 
ften bann ^ dean gteiclie gerade Linien nnd gteic4)e Winkel können Im- 
mer zur Deckung g«i)r/ichl werden. Bei krflminen Linien dagegen ist 
es nichr metir der Falt. 

$. 63. l. ^QngruenZßatZ. Zwei Dreiecke sind 
cougruenti u?enn sfwei Seilen des einen bezjiglich zweien Sei- 
ten des andern und ausserdem die von diesen eingeschlossenen 
Kinkel gleich sind. (Fig, 19.) 
Vora'uss. AB^m 

AC^BF 
BAC=EDF 
Behaupt. lüiABC^ L^EF. 
Beweis. Man lege das eftie Dl*^ieck ABC so auf das 
andre DEF, dass . . . . ,.:_ 






Zweiter AbsehaitU 

1. der Scheitel des gegebenen Winkek Ä «iif den Scbettel 
des ihm gleichen D, 

2. die eine gegebene Seite AB auf die ihr gleiche DE falle, 
und 

3. beide Dreiecke auf einerlei Seite der gemeinschaftlichen 
Seite zu liegen kommen« Dann folgt hieraus; 

1. dass B auf E lallt, da ÄB=zDE, und A auf D liegt: 

2. dass AC auf DF fällt, weil BAC=rEDF ist, AB auf DE 
und die Winkel auf einander liegen ($.62. Anmerk.); 

S. dass € auf F f&llt, da AC^DF, und A aufD liegt; und 
endlich 

4. dass BC auf EF ffiUt, da die Endpunkte, B auf E und C 
auf F, auf einander liegen ($.24^. 1.). Somit decken die Drei- 
ecke einander in allen Punkteu und sind deshalb congruent. 

Folgerungen für die nicht gegebenen Stucke 
der Dreiecke. Aus der Congruenz der beiden Dreiecke 
folgt nun: 

1. dass BC^EF, da diese den gleichen Winkeln BAC und 
EDC gegenüberliegen ; 

2. dass ABCr=. DEF, da diese den gleichen Seiten AC und 
DF gegenüberliegen; und 

3. dass BCA=^EFD, da diese die gleichen Gegenseiten AB 
und DE haben. 

Ebenso sind die zu gleichen Seiten gehörigen Höhen, 
die Halbirungslinien gleicher Winkel etc. einander gleich. 

Anmerk. Die hier feschehene Zergliederang der Attfeioaqderlegunge - 
Operationen, der Folgerungen für das Aufeioanderfallen der üiirigen 
DreiecksslQcke ond der Folgerungen für die Gleichheit der niobt gege- 
benen Stacke soll dem Anfanger als Norm dienen, nach welcher er die 
Beweise der übrigen Congraenzsätze auszuführen hat. 

S. 64. II. CongruenaiMata. Zwei Dreiecke sind 
congruent^ wenn eine Seite und die daran liegenden Winket 
des einen bezüglich einer Seite und den daran liegenden Win- 
keln des andern gleich sind. {Fig. 19.) 

Vorauss. AB^DE 
ABC » DEF 
BAC^EDF 

Behaupt. LABCGä LDEF. 



Von der Googrnenz der Figuren. 

Beweis. Die Dreiecke werden so aufeinander gelegt, 
dass die Sdieitel zweier gleichen gegdlienen Winkel und die 
gleichen Seiten zusammenfallen und die Dreiecke wieder auf 
einerlei Seite der gemeinschaftlichen Seite zu liegen kommen. 
Hierauf wird das Aufeinanderfallen der andern Endpunkte der 
gleichen Seiten, der andern Schenkel der gegebenen Winkd 
und endlich der dritten Winkelspitzen gefolgert. Letzleres 
folgt daraus, dass: wenn zwei Linien auf zwei andere fallen, 
auch ihre Durchschnittspunkte zusammenfallea müssen, weil 
zwei gerade Linien einander nur in einem Punkte schneiden 
können. 

Folgerungen. BC=JBF, ÄC=DF, BCAssEFD. 

$. (14^. IfStUMOtOf. ht statt eines anliegenim Win- 
keh der Gegenttinkel der gleiehen Seite gegeben, so sind die 
Dreiecke ehtnfalh eqngruenf. 

Beweis. Folgt aus $.64, mit Zuzieluiog von j^.60^3. 

\§ 65. MäehTBOta. Sind in einem Dreinke xH>ei 
Seiten einander gleich, so sind auck die ihnen gege^überlie^ 
genden Winkel einander gleich, oder: 

In jedem gleichschenkligen PrMteke sind die Winkel an 
der Grundlinie einander gleiA. (Fig. 20.) 
Yorauss. AB = AC. 
Behaupt. ACB — ABC. 
Beweis. Man schneide von den gleichen Seiten AB und 
AC von A aus beliebige aber gleiche Stucke ab, AD^sAB, und 
verbinde die Abtragungspunkle , D und £, mit den gegenüber- 
liegenden Winkelspitzen. Dann ist A ABB e^ A ADC nach $. 63. 
Hieraus MgiADC=:AEB und folglich auch BDC=zCEB ($.38^2.), 
femer DC=EB, und es ist deshalb, da auch DB=EC, ABCD 
^ACEB, woraus ACB = ABC folgt, w.z. b. w. 

$. 65^. H^MOta» In jedem gleichseitigen Dreiecke 
sind auch die drei M^inkel gleich und jeder gleich 7a ^' 

$• 66. M^hr^atW. Sind in einem Dreieeke Mwei 
Winkel gkieh , so sind es auch ihre Gegei^eiien , oder . dann 
ist das Dreieck ein gleichschenkliges. {Fig. 20.) 
Vor au 88. ÄCB mm ABC. 
Behaupt. AB^AC. 

Wieg and, ir Cwr$ d. Pkm, 4te Aun, 3 
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Zweiter AbschBitt.' 

Beweis«. Man schneide auf den al« gleich zu erweisen- 
den Seitea Aß und ÄC von den Scheiteln der fleicben Win- 
kel i^ und C aus beliebige, aber Reiche Stücke, BD^GE^ ab 
und verbinde wieder D mit Ciind E mit B. Dann ist ADBC 
^ A EBC nach $. 63. Diese Coi^ruenx liefeit die noch feh- 
. Icivden gleicben Stucke zur Congruenz der obern Dreiecke ADC 
uAd Ä£B , die aus $• 64^ folgt. Aus der letzten Congru^z 
folgt eiidUcb AB^AC] w. z. b. w, 

AnmeriE. Auf diesen Smü frOndsl sieb di« i«w«iidtt»^ dM ^i^gei- 
diopteri (i. S. 29.) tur AusnaßsiM^ des AbsMdes- zw^«? INinkie, la 
deren einem man nicht kommen, wohl aber sehen kann. (Vergl, meuie 
Schrift: Der geodat. Messapparat etc. S. 9ff.) 

Zu8a4%K Sind in einem Drmtk^ üUm drei Winkel ein- 
lmi$r gleich i so ist 4m9€lb$ ei» gleivhseitiges. 

$. 67. JII. €lonffruenin&ta. t«fti Bniedce stnd 
tonjftrmetU, wenn dU drei Seiten des einen be%Hgh't/h den drei 
Seiten des etndem ßleich sind, (jßff . 19«) 

Vorauss. AB^DB 
AC^DF 

Behaupt. AABV^ tüDEF. 

Beweis. Man lege (Fig. 21.) das eine Dreieck so an 
das andre, dass eine beliebige Winkelspitze {Ä) auf diejenige 
(D) im andern Dreieck falle, in welcher d i e beiden Seiten zu- 
sammenstossen , welche den in A zusammenstossenden gleich 
sind; ferner lasse man eine der an A stossenden Seiten AC 
auf die ihr gleiche Dl?*, und beide Dreiecke auf entgegenge- 
setzte Seiten der gemeinschaftlichen Seite fallen. Dann folgt 
zunächst, dass auch C auf F fallen muss. Zieht man in dem 
entstandenen Viereck die noch fehlende Diagonale BEy so theilt 
diese das Viereck in s^wei gleichschenklige Dreiecke, woraus 
die Gleichheit der Winkel an der gezogenen Diagonale, Qiid 
mit Zuziehung vra S- 10* «* die Gleiabheft von ABO imd DEF 
M^, Die Cottgruens der Dreleeke ABC und DEF ^rgiebt sich 
nun aus %. Ö3. 

Anmerk. Worin ändert sich der Hvwbib, wenn di^ Diäfciynltle EB (Fig. 
22.) ansserhalb des Vierecks fälllt 



Von der Gongn^ent ä^er Figuren, |( 

S» «8. J&0*ffV«to. In jeim Bnieeke liegl ätr gr*- 
(leren Stite der grössere Winkel gegenüber. (Fig. 23.) 

. VorauBB. BC>ÄC 
Behauet. BA€>ABC. 

Beweis. Bfan Irnge aar der gr&sseren Seite BC ran 
dem Endpunkte (C) aus, weichen sJe mit der kleioeren ^t-' 
mein %M, die klnnere (AC^CP) ab, und verbinde den Ab- 
IragM^spnnkt (J) > mit der gegeoüberlJegenden Winkelspitz« 
(J); dann ist A'^'U^ gleicbschenklig, und Tolglicb CAD^CHjt. 
Nun ist aber CDA>ABD {nach S'56^) und deshalb aaoh 
CJA>.«SI» t(nadi S.U.), um so mehr aber BAC>>aBC 
w. «. b. w. 

S- '69. MjehrsaXe* l» jedem Dreiecke liegt dem grB- 
»seren WitUcel die grössere Seile gegenüber. (f"ij. 23.) 
Vorauss. BÄC>ABC. 
Bebaupt. BC>A€. 

Beweis ist indirect zu robien und es ist mit Zuzie- 
hung der SS. 66. und 68. zu zeigen , dass die Annahme BC 
= oder < AC auf etwas der Torausselzung Widersprechen- 
dt^s fährt. 

S. 6d^ Ku»ät9e, t) Im rechtwinkligen Dreieck 
(Hlüt ist A'e Hf)f«ltnuse (I'K) immer gr/fxser ols jede 
der beiden Katheten 

itJJi, LK) IMll UHRfV 

itt von aUen Linien, 
»«fei« sieh voneinem 
Ptmkie (H) auster- 
halb einer Linie ( MK 

(HL) die kärjueste, und es ist jede andere Linie (HJ, HM) 
um so grösser, je weiter ihr Durchsehnillspunkt {i, M) vom 
Fuispunkte (L) des Lothes ahsfeht. Das Loth heim der Ab- 
stand des PHnktts v4h Her Linie. 

2) Zu jeder Ii'nie (HK), die sich ausser dem Lothe 
i4iL) van einem Pmnkle (H) ausserhalb einer Linie (HK) an 
üete steAen UUst, giM -es t^He (HM), aber auch ^ur eine, 
ihr gleidte msf itr «tufem S^te de« Lothes. Bs »erden nim-^ 
HA äi*jmigm iMM «uf mtgegmgeieHrten 8eit«H des Lothes 
3* 



Zweiter AbschaitU 

gleich ain, weM^ mii iHzierm gleiiAe Winkel (BML » HKL), 

bilden. 

Beweis. Ergiebt sich aus der Congrueoz der erhalte- 
nen Dreiecke, die sich (nach (. 64.) leidit erweisen lässt. 
Dass es auf jeder Seite nur eine Linie von besUoimter Länge 
giebt, folgt aus 1.). 

3) Mit Hülfe von §. 69. Iä9st »ich weh jei%t ier Saka 
streng ertoeisen, welcher unter §• 2d, als Grundsatz mtfge^ 
ßtellt worden ist: „Die gerade Linie ist der kürzeste 
Weg zwischen zwei Punkten/*^ 

Es sei ÄCD (Fig. 2H.) ein beliebiges Dreieck, man 
mache BD = ÄD und ziehe AB, dann ist W. DAB » W. DBA 
(§. 65.), foIgUch W. CiÄ>W. ABC, also auch ($. 69.) CB 
^AC oder CD+AD^AC. Es ist also zunächst erwiesen, 
dass in jedem Dreiecke die Summe zweier Seiten 
grösser als die dritte ist. (Vgl. $. 57.) Es ergiebt 
sich aber hieraus ohne Schwierigkeit, dass auch jede beliebige 
gebrochene oder krumme Linie zwischen zwei Punkten grös- 
ser ist, als die geradlinige Verbindung derselben. 

Ad merk. Will man deo Grundsatz unter %, 25. nicht gellen lassen, 
so lasse man ihn dorl aas, ebenso den f. 57., und schalte $. 57. hier 
ein und lasse dann §. 25. folgen. Ausser in §. 57. ist naraßcb von 
jenem Grundsatze nirgends eine Anwendung gemacht worden, und von 
4« 57. bisher äberbavpt noch gar keine. 

S. 70. IV. CanffruenofMatOf. Wenn in zwei Drei- 
iscken zwei Seiten und der Gegenwinkel der einen b^üglich 
gleich sind und überdies die beiden Gegenwinkel der andern 
gleichen Seiten zugleich spitz oder stumpf sind, so sind die 
Dreiecke congruent, (Fig. 24.) 
Vorauss. AB=:A'B' 

BC^B'C 
BAC=:B*A'Ü 

ACB und A'CB'> oder <R. 
Behaupt. AABC^A'B'A' 

Beweis. Liesse sich erweisen, das ACs=A'(? wäre, 
so würde die Congruenz nach $.67. folgen.' Sueben wir des* 
halb nachzuweisen, dass diese Seiten nicht ungleich sein kön* 
nen. Gesetzt nun eine von beiden Seilen wäre kleiner als 



Von der Congruens der Figuren. t7 

die andere, aho mlleiebt JtC^AC^ so ipfisste sich von AC 
ein Stfick ADzs^A'C* abschneiden bssen. Verbände man nuQ 
B m\i D, so müsste lüABD^ HA'B'C nach %. «3., folglich 
anch BB » BC* sc BC, also A BDC gleichschenklig sein. Hier- 
aus wArde wieder folgen, dass die Vl^inkel an der Grundlinie 
BDC und BCD spitze Winkel wfiren und BBA als Aussenwin- 
kei müsste stumpf sein und deshalb auch der ihm gleiche 
Winkel B'C*A', Nach der Voraussetming sollen aber die Winkel 
bei C und C zugleich spitze oder stumpfe sein, und hier hat 
die Annahme, A'C* sei <AC^ darauf geführt, dass der bei 
C ein spitter und der bei C* ein stumpfer wäre, folglich muss 
"diese falsch und AC:=zA*C sein, woraus die Congruenz der 
Dreiecke ABC und A'BC folgt. 

An merk. Ans der Congruenz der Figuren folgt jederzeit «iich die FU- 
chengleicbheit. Zählt man diese mit anter die Bedingungen, so tr- 
hält m»n noch für die Dreiecke vier neue CongroenzsAtze. 
Zwei Dreiecke sind congrueoi: 

1) wenn der Iniialt und zwei Winkel, 

2) wemi der Inhalt^ eine Seite nod ein anliegender Wink«!, 
3} wenn der Inhalt, «ine Seite und ilir Gegenwinkel, 

4) uenn der Inhalt und zwei Seiten, deren engescblosseoer Winkel 

aber beiderseits entweder spitz oder stumpf sein muss, 
in beiden Dreicken bezuglich gleich sind. 

Wie lauten die Congrnenzsätze für zwei rechtwinklige und für zwei 
ygleicbscfaenklige Dreiecke? 

f\ §.71. JtjehrMatam Wenß^ in zwei Dreiecken %wei 
Seiten bezüglich gleich, die eingeschlossenen Winkel aber tin- 
gleich sind, so sind auch die dritten Seiten ungleich, und 
zwar liegt dem grösseren Winkel die grössere Seite gegen- 
über. {Fig. 25.) 

Vorauss. | AB =sab 

AC^ ac 
BÄC> bac 
. Behaupt. BC>be. 

Beweis. Man lege das eine Dreieck abe so auf das 
anA^ ABCy dass a auf A, ab auf AB und beide Dreiecke auf 
einerlei Seite der gemeinscbaftlichen Seite zu liegen kommen ; 
dann folgt, dass ac zwischen die Schenkel AB und AC (f. 
32^) faUen muss. Der Punkt e kann aber 3 verschiedene 
Lagen bekMimen, er kann entweder innerhalb des Dreiecks 



Zweiter Abschnitt* 

ABC, eder ans serhalb <les»elbei}, oder anffCfaHe»« Wire 
da» Letztere der Fall, so folgte luiiDiUelbar, dass BC^ic. 

Im ersten Falle verbinde man c aiit C. Dann ist we- 
gen asrs^AC, ACc^AcC und desbaib StC und um eo mfkfc 
noch BcC ein stumpfer Winkel» und aho BG die grössfe Seite 
im AlteC; foJgMch BC>be. 

Flllt c ausserhalb des Dreiecks (Fig. 26.) 9 eo folgt dm* 
Salt2 durch fthnlicbe Betrachtungen« 

§• 72. tj€hT9Utz. Wenn in zwei Dttinktn zwei 
Smtm bewü§Uck gleich , die dr&te» aber nngleiek $ini, ae 
atitd auch die der drium Seiu gegenikherliegemien Winkel tin« 
gteichj und zwar liegt der grifseem Seite der grüuere Winkd 
gegenüber, (Fig. 25.) 

Vorauss. i iB= ab 

AC = ac 

BC>bc 

Bebaupt. BACy>bac, 

Beweiis. Ist indirect zu führen» und zu zeig^, dass 
die Annahme, die Winkd seien gleich oder der grösseren 
Seite liege der kleinere Winkel gegenüber, auf etwas der An- 
nahme Widersprechendes führt. 



Viertes Kapitel. 

Lehrsätze vom Kr(;i&e, die Durchschiüitlspunkte 
der Kreislinie mit einer Geraden od^r andern 

Kreislinie betreffend. 

§. 73. MäChrsatz. Je nmhdem der Abstand des 
Mittelpunktes eines Kreises mk einer geraden Linie grösser, 
eben so gross oder kleiner eis der Raüus dis JCreises 
ist, jt nacUdkm htu der Kreis mit der Linie keinen, ei- 
nen Funkt (in wekkem Falle die Linie eine BePÜkrend^ 
oder Tangente an den Kreis genanfU vntd) oder zwei 
Punkte gemein. 

Beweis. Im 1. Falle (Fig. 27. a.) ist AB;>AC, so 
daäs B (S* 26^: 2.), um so mehr aber alle übrigen Puiriite 
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der Uole MN {$. $^. 1.), antMi*^ der Peripherie des 
Kreises liegen mässen« 

Im. 3, FalJe i»i (Flg. 27^) der Fusspunkt B ($, 28^ 2.) 
iiuierhalib des Kceiaes, Pa nm der. Kreis eine geschlossene 
^SIU* (S* 28. 1.) ist« 810 mm9> eine ¥pn einem innerhalb Ue- 
gepden Punkte J? ausgebende gerade Linie bei gehöriger Ver- 
längerung den Umfang schneiden. Es geschehe dies in C. 
Da es nun aber ($». 69^. 2.) aucb auf der andern Seite des 
Laibes A9 <^ine> aber auch nur eine, Linie AC^ÄC giebt, 
so miiss aucb C\ aber auch nur noch dieser einzige Punkt 
ein Dur^bscfanittspunkt des Kreises nxit der geraden Linie sein. 

S* 7ä^. WiU9äte!e^ l) Da diese genannten drei La- 
get^ einer geraden Linie gegen die Kreislinie die nur Mer- 
havpt mögliehen sind^ so folgt unmittelbar , dass kein Theil 
der Kreislinie eine gerade Linie sein kann^ weil dann der 
Kreisumfang mit einer geraden Linie tmpdhUg viele Punkte 
gemein haben mAssie, da j.a auf einer geraden Linie sich un- 
zählig txiele Punkte annehmen lassen. Hieraus folgt den'*^ 
Mim, dass die Kreislinie eine krumme Linie ist. 

2. Jede gerade Linie, welche im Endpunkte des Rßdius 
eines Kreises auf ersterem senkrecht steht, ist eir^e Berührende 
an den Kms^ 

}, Jede Sehne fällt in allen ihren Punkten ganz inner- 
hM der K^mUfiie und ihre Yerlgng^ngeti. nach beifien Se^^ 
HBH g4n» omAßrhA^^ 

§v '74. : JErki&rung^ Die VerbiDd^gslini^ 
der Mittelpunkte zweier Kreise wird die GfntralUaie 
dieser Kreise genannt. 

$. 75c MädkrMäAme^ 1) ht die CentralUnie zweier 
»eiee 

a) gröetier ah die Summe der Radien, oder 

b) Mdner ah die Bifferenz der Retdien^ 

so 9(^eiden sich bade Kreise gar niäit* Im ersteren falle- 
Uegen Mde Kräse ganz ausser einander, im ziDeitem Hegt der 
eine innerhalb des amdern* 

a) Vorauss. iiÄ>Ä+r (Fig. 28.), wo R den Ra- 
dius des Kreises a«s A, und r den des Kreises aus B bezeich- 
■vm m6ge. 
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Bebaupt Die Kreis« haben htmen Pimlit nii eis«- 

ander gemein. 

Beweis. Gesetzt beide Kreise hätten einen Punkt C 
gemein, eo wäre, wenn man die Badien AC^R und tC=ir 
zöge, in dem Dreieck ACB^ weil nach Voraussetzung R«4*^ 
<i4B, auch AC + BC<:AB. Dies ist aber wegen §. 57. 1. 
unmöglich^ 

Vorauss. AB<R — r, (Fig. 29^) 

b) Behaupt. Die Kreise haben keinen Punkt gemein. 

Beweis. Gesetzt beide Kreise hätten einen Pnnkt C 
gemein, so wäre, wenn man die Badien AB und AC zöge, 
wegen der Voraussetzung AC— BC^AB. Dies ist aber we- 
gen $. 57. 2. unmöglich. 

2) Ist die Centrallinte zweier Kreise 

a) gleich der Summe ihrer Badien^ oder 

b) gleich der Differenz der Radien, 

80 haben beide Kreise nur einen P%mkt mit einander gemein, 
i. Ä. sie berühren einander, ' Im ersten Falle berühren die 
Kreise einander von aussen, im zweiten berührt der kleinere 
den grösser e9i von innen. 

a) Vorauss. AB-R+r. (Fig. 28*.) 
Behaupt. Die Kreise berühren einander. 

Beweis. Schneidet der eine Kreis die Centraliinie 
AB in C, so muss auch der andere Kreis durch A gehen, 
weil AB SS der Summe der Badien ist. Einen zweite Punkt 
C können sie aber nicht gemein haben, y^eil AC * +BC = AB 
wegen $. 57. 1. ungereimt ist. 

b) Vorauss. AB—R — r. (Fig. 29^) 
Behaupt. Die Kreise berühren einander. 

Beweis./ Schneidet der Kreis aus A die yerJängept.6 
Centraliinie in C, so ist iC=jR, und folglich BC^R—^AB. 
Nach der Voraussetzung ist aber auch r^R-^AB, folglich 
ist B€^r, d. h. der Kreis um B muss auch durch C geben« 
Einen zweiten Punkt C* können aber beide Krrise nichi g«- 
mein haben, weil AC'—BC'^AB wegen $. 57. 2. unge- 
reimt ist. 

3) Ist die Cenirallinie zweier Kreise kleiner als die Sun^ 
me der Radien , aber gleichzeitig noch grösser als die Dift- 
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rm% dersttbm, so schneiden die Kreise einander in zwei 
Punkten. 

Yorauss. Ä — r<i4B<Ä-}-»•• 
B6baupt• Die Kreise schneiden einander in zwei 
Pmifcteii. 

Beweis. Nehmen wir an, Jl sei nicht kleiner ab r 
iB]m R>r)y so kann AB grösser, ehenso gross oder kleiner 

als r (also ijB=r) sein. Es sei nun 

a) ÄB>r (Fig. 26^), so ist 

weil i5<Ä-4-r, 
aucK4B — r<JR, 
oder iC<Ä, 
d. h. der Punkt C fällt innerhalb des aus A ( mit R ) be- 
schriebenen Kreises, Nun ist aber auch 

AB>R-r, 
also i4Ä4-r>Ä, 
oder. iC>B, 
dlh. der Punkt C fällt ausserhalb des aus A (mit R) be- 
schriebenen Kreises, 

b) Ist AB<r upd also um so mehr AB<R (Fig. 29^), 

so i»t, 

weil Ä — r<i4ß, 

auch JR — iÄ<r, 
oderÄC'<r, 
d. h. C fällt innerhalb des aus B (mit r) beschriebenen 
Kreises. Nun ist aber AB»-\'R>R>r oder BC;>r, d. h. 
C fällt ausserhalb des aus B (mit r) beschriebenen Kreises. 

In beiden Fällen giebt es also in einem der Kreise 
zwei Punkte ,^ von denen der eine innerhalb, der andere aus- 
serhalb des andern liegt; hieraus folgt, dass die Kreise ein- 
ander wenigstens in zwei Punkten D »und D' schneiden müs- 
sen. Sie können einander aber ausser dem in keinem dritten 
Punkte schneiden, d^lin wäre D'^ ein solcher dritter Durch- 
schnittspunkt, so musste AAD''BmAADB oder ^AAD*B 
sein, was unmöglich ist, wenn D" ein von D und D* ver- 
schiedener Punkt sein soll. 
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Aufgaben, 



S* 76« Aufgabe. Bin Dreieck zu conetruiren, itmiIi 
denen drei Seiten gegeben sind. {Fig. 39.) 

iiaflösBiig. Man trage eiM der gegebenen Scitto 
a auf einer geraden Linie = i40 ab , schlage aus dem einen 
Endpunkte B mit einer der beiden ändern 6 einen Kreisbo- 
gen und ebenso aus Ä mit c und yerbiude den Ourcbschnitts- 
punkt C der Kreisbögen mit A und B, so ist das entstandene 
Dreieck ABC das verlangte. 

Beweis. . Es ist i0 = a abgetragen, AC^b als Ra- 
dius in dem mit b beschriebenen Kreise; und aus einem ähn- 
lichen Grunde BC^^c^ folglich enthält das Dreieck die gege- 
benen drei Seiten. 

Anmerk. Die Aufgabe ist nor roöglfch, wenn die Somme je zweier 
Seiten grösser^ ihre Differenz aber kleiner ab die dritte ist. Wäre 
z. B. 6-f-c=a, so würde der DurchMhnitlspnokt beider Kreislinien 
io die Linie. selbst fallen, aUo kein DreiecJf ge^il^el werden» Wäre 
b-|-c^a oder h — C^a, so kämen die Kreisbögen gar nicht zum 
Durchschnitt, (f. 75. 3.) Ist aber obige Bedingung erfntll, so Usst 
^ch jederzeit ehn Dreieck, aber anch nur efns coasirtHren. Ldztcres 
folgt daraus, dass alle mit denselben 3 Seiten construirten DMiedle 
congruent sein müssen. 

Zusatz. Sind zwei Seiten einander gleich , so ent- 
steht ein gleichschenkliges Dreieck. Bei diesem muss 
jeder Schenkel grösser ats die halbe Grundlinie sein. Sind 
alle drei Seiten gleich, so entsteht ein gleichseitigefs 
Dreieck. 

S- 77. Aufgabe. An eine gerade Linie (MN) in ei- 
nem gegebenen Punkte (A) einen Winkel anzutragtn. ^Fijg.31.) 

Auflösung. Man schlage mit beliebiger Zirkelweite 
aus degpi Scheitel (a) des gegebenen Winkels einen Kreisbo- 
i;en und ebenso mit derselben Zirkelweite aus dem Punkte A 
nwh der Seite hin, auf welcher der Winkel liegen soU^ ei- 
nen zweiten Kreisbogen bis an die gegebene Linie. Hierauf 
£asse man den Abstand der Durcbschnittspunkta (b und c) 
des ersten Kreisbogens mit den Winkelschenkeln in den Zir- 



kel und irage ibn vom Dulrdwobiiiltopiinkile (C) des iiweitan 
Kreisbogens mit der geraden Linie auf eralere» bi« B bin ab, 
ziehe AB, dann ist A4C3s6ac. 

Beweis Man ziehe BC und bcj dann* folgt BAC^bac 

aas der Congnienz der Dreieeke. 3. Ta. ''/^^^ ' 

' S* 78* J§.ufgothe. Durch einen gegebenen Punkt 
(M) ati996rfta26 etner (reradeti (AB) mit dieser eine Parallele 
m tiekm. (Fig. 32.) 

Auflösung. Man ziehe durcti M eine bettebige Ge- 
rade MN an AB und trage einen der Winkel {MNB), welchen 
die beiden Linien mit einander einschliessen , auf der entge* 
gengeset2t«n Seile von MN an diese im Punkte M an. Der 
'zuletzt gezogene Schenkel M9 i^t die verlangte Parallele. "^ 
Beweis. Folgt aus §. 49. 2. 

$• 79* jMufguhe* Von einem gegebenen Punkte 
ausserhalb einer Geraden an diese eine Linie zu ziehen^ wel- 
che mit derselben einen gegebene Winkel einschliesst» 

Auflösung. Man trage auf der Seite, auf welcher 
der Punkt liegt, den gegebenen Winkel an einer beliebigen 
jgtelle (nach $. 77.) an und ziebe mit dem gezogenen Schen- 
kel durch den gegebenen Punkt (nach $. 78.) eine Parallele. 

Beweis. Folgt aus $.48. I. 

ÄDinerk. Wie viele Lösungen Idsst die Aufgabe zu? 

J. 80. j§.ufgdbe. Ein Dreieck zu constmiren^ wenn 
zwei Seite» und der eingeschlossene Winkel gegeben sind. 

Auflösung. Man trage auf den Schenkeln des gege- 
benen Winkels die gegebenen Seiten ab und vorbinde die Ab- 
tragungspunkte durch eine gerade Linie. 

Beweis. Folgt aus der Construktion. 

Ann^erk. Eine Anwendung ßndei dieser Satz in der geodätischen Auf- 
gabe : Die Entfernung zweier Punkte zu finden , wenn man von kei- 
nem zum andern) wohl aber von einem drillen Punkte nach je^tii bei- 
den sehen und messen kann. (Vergl. meine Schrift: Der geodäti- 
sche Messapparat S. 30.) 

$. 81. jAufgubCm Ein Dreieck zu cw$stmir€nywmn 
eine Seite wmd die beiden anliegenden Wink$l gegeben Bind. 

Auflösung. Man trage an den End^mikle« dm* g^ 
-giek«QeB Sette beiilgUch die beiden Vfükd aul einerlev 6Ute 



4t Zweiter Abacknilt. 

&n dieeetbe an und nrlAngere die nidtt gemeiBBchaftlicheii 

Schenkel bis znm Durchschnitte. 

Beweis folgt aus der Construktion. 
ADmerk. Eine AamDdung Sndcl dkeer S«U b«l der («odlliicban Auf- 
g*b«: Die Enifrrnung tweier PdbIiLb A und B in fiitdeR, w«nn nuin 
von A nach 9 wohl sehen, aber nicht meiis«D, von .4 aber nach ei- 
nrni drillen Punkte C sehen nnd meaiei), nnd ron C nach 8 eben- 
falli nur aehcn kann. (Vergl. I). geod. H ei9iipr>>''Bl. S. 9.) 
S- 82. A^ufgabe, Ein Dreierk zu eottstmiren, vom 

%wti Setiat und der Gegenrnnkel der grossem gegeben sind. 
' Auriösung;. Man marhc einen Schenkel AB des ge- 

gefcbenen Winkels ABC gleich der kleinern Seite, schlage 

aus dem Endpunkte A der- 
selben miL der gr'isseren 

i^AF) als Rndius einen 

Kreisbogen bis zum Durch- 

st'bnilte mit dem andi'tji 

Schenkel BC in ¥, ziehe 

an diesen Durcbschuills- 

punkt den Radius AF, so 

ist ABF das verlangte 

Dreieck. 

Beweis. Folgt aus der Constructioii. Dass es nur 

ein solches Dreieck geben kann, folgt daraus, dass Jf >Jß 

ist, der mit AF beschriebene Kreis also den Schenkel BC selbst 

nur einmal schneiden kann. ($, 6^^) 
Anmerk. Sind znei Scr:eB nnd dei Gcgenwiakel der kleineren Seile 
gegeben, so til, wenn diu kleinere Seite ^.H hirlner ist dIs das Loth 
AO, gar kein hraisck mfiglich, weil \n diesem Fall« der mit AU be- 
schriebene Kreisbogen iVJV die Linie BC (S. 73.) gar nicbl achneidei. 
ist die kleinere Seile gerade ^AO, so giebt es (nach ^. 73.) nur ein 
Dreierk (AOlt), und wenn endlich die kleintrc Seile (AD oder J£) gros- 
ser ist als AG, so schneidet der Kreisbogen OE die Linie BC (noch \. 
73.) zweimal; es giebt also in diesem F»llc iwei Dreiecke AOB und 
AES, aber niemals mehr. 

%. 83. JLv,fgttbe. In einem Punkte einer gegebe- 
MN Gertidm ei» Loth xu erricfUm. (Fig. 33.) 

Auflftsung. Man schneide vom gegebenen Punkt« A 
aue auf beiden Seiten der Linie beliebige, aber gleiche Stücke 
AM uod AC ab, und beschreibe Aber BC ein beh^Ugee ^ekh- 
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sdieidüiges Dreieck 9CD» Die Verbindungdiiiie der Spitze D 
mil Ä ist das verlangte Loth. 

Beweis. Es ist AÄBDi^ AACD zu erweisen, wor^ 
aus dann BAD =DAC=R folgt.- 

$. 83^. Xusttta. Das Loth im gleichsehenkUgen Drei- . 
ecke von der Spitze zur Grundlinie halbirt diese sowohl, ah 
den Winkel an der Spitze. Man nennt dieses Loth den geo- 
metrischen Ort der Spitzen aller gleichschenkli- 
gen Dreiecke^ die die gegebene Grundlinie gemein- 
schaftlich haben» 

$. 84. jMufgUbe. In dem Endpunkte einer geraden 
Liwie iflnesStraMes) auf dieser ein Loth zu eniduen* (Fig. ü.) 

Auflösung. Sei Ä9f die gegebene Gerade, ib deren 
einem Endpunkte ^4 das Lotb errichtet werden soN, so schneide 
man von A aus ein beliebiges Stuck AB ab, errichte darnber 
ein gleichschenkliges Dreieck, ABC, v^iängere BC ober C hin- 
aus, mache CD = BC und ziehe DA, dann ist DAJ^AM. 

Beweis^ Zx + 2y^2R ($. 60.), folglich w + y=z 
BAD^R. 

§. 85. Aufgabe. Von ehiem gegebenen Punkte (A) 
ausserhalb einer geraden Linie (MN) auf diese ein Loth zu 
fällen. {Fig.U.) 

Auflösung. Man schlage aus A mit einer Zirkelweite, 
welche grösser als der Abstand des Punkts von der Linie ($. 
73.), im Uebrigen aber beliebig ist, einen Kreisbogen, wel- 
cher die Gerade MN (in B und C) schneidet und aus B und 
C mit derselben (oder auch mit einer grössern) Zirkelweite auf 
entgegengesetzter Seite mit dem gegebenen Funkte A in Be- 
zug auf die Gerade zwei Kreisbögen, welche einander (in D) 
schneiden, dann ist die Verbindungslinie ^DJ-£C 

Beweis. Man ziehe AB, AC, BD und CD und be- 
weise, dass ABD^AACD, woraus sich dann die nöthigen 
Bedingungen zqm Beweise, dass auch A ABE^ AACE ist, 
ergeben, aus welcher Congruenz sich dann AEB ^AMC^R 
lolgern läset. 

An merk. Von welcher frfibern Anfgalre ist diese ein speoieller Fall? 
Wie wurde die analoge Lösung lauten? Gelangt man nicht auch zu ei- 
ner richtigea Lösung, wenn B mit A auf einerlei Seite mit UN liegt? 
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$: 8^. ItbUB^at». fon Einern PuidcH altsmll^ H^ 
ner Geraden lässt sich auf diese nur ein eintigi» P^endihel 
fMen. 

$. 86. JLufgabe* Bine gesehene Gerade zu halbiren. 
^ A'ttfUsuflg. Ist mit Züziel^iing VOR $• 83\ eo machen« 
i>er B«w«ts folgt aus demselben Satee. 

S. 67- JLufgUhe^ Binen fegtienen Wintel kh hut* 
i^an. {Fig. 36.). 

A u n ö d u t) g. Man »dmeide auf den Schenkeln des ((er- 
gebenen Winkels vom Scheitel A aus betiebige aber gleiche 
Sticke {AB^^ Ad ab und bes«hreibö wk einem und demsel- 
ben Radiuft ans den Endfiuiikten (B und C) dieser abgetrager 
neu Stöcke zwei Kreisbögen, welche einander (in D) schnei- 
iteo. Die Verbindungslinie dieses Üardischnittspuiikts mit dem 
Scheitel des Winkels (AD) halbirt den Winkel. 

Beweis* Man siehe BD und CD, dann folgt aus der 
Congraenz der Dreiedce ABD und ACD, dass BAD = CAD. 

Zusatz. Durch fortgeseiztes Hdiriren Icann ein gegebe- 
ner Winkel in 4, 8, 16 u. s. w. gleiche Theile getheilt werden^ 

Aamerk. 1. Neben fliesen finden ßicb iHi4erweUige bi«rber gebörlge Auf- 
gnbln in nei&«r Form&nlcbre oad Anfgabensammlong, .H«!- 
berstadt 1842. auf Seite 6 bis 29, wo bei den Aufgaben über das Drei- 
eck vorbei- nur erst gezeigt werden muss, dass ausser den Seilen und 
Winkeln eines Dreiecks ancb die Hohen, nalbiriingslinien der Winkel 
U.S.W. BestimtAungs^tAcke demselben sind. Ausserdem sdie manCeo'- 
metrische Lehrsäl^ce und Attfgabctt eto. Mit Dexteisen und 
A4iDöS(ung<Q berausgegeten von Di\ Wieg and. Halje 1846. 1 Band. 
1. Abscbpitt. Die int€ressanteslen Construclionsaufgaben über Dreiecke 
entbält die Schrift: Geometrische Aufgaben von Miies HIand. 
Ans dem Englischen überse(2t von Dr. A. Wiegand. Halle 1858. (S, 
den Anbang zu diesem -Carsofi^ nai&<en<tKcii aber den zum zweiten 
Cursus.) 

Anmerke % Aul «ifie böobst einfache und leichte Art kann nan sieb 
füc eine bestimmte Anzahl von ßestimnaungsslücken alle möglichen 
Aufgaben die Construction der Dreiecke betreffend aufstellen, wenn 
man ans diesen Bestimmungsstöcken ab Ktetnenten die Com bin all o- 
nen t)bne\Vi«d6rholungefi znrdten Kltsse bildet. StmicfatnaA 
biervon diejenigen Compleiionen , welche bios Winkel cnUlalten, 90 wi# 
aacb diejenigen, in welcbett ein Eiemeni durch das andre, oder durch 
die beiden andern zagUich mit gegeben ist, so stellen 4ie 0brigen 
ebeasoTkl AufgdiH» dar« vcn dunen #U«rdiag8 nocb mehre b«i der 
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Einkieidang in Worte zusammen falle«. Da die Sduiler die Bildabg ge- 
nannter Combinationen sehr leictit begreifen und mit vielem Vergnügen 
ausfuhren, so ist dies für dieselben eine eben so angenehme, a1& n-ucht- 
briill^encl^ Des^bRnigiang, («dem das Kin%t«idett der Cdmpktfonen in 
Worte einte TortrefQiohe C^ebong dis NimbdaDliens iai. In f leicher Weis«, 
wie bei^ Dreieck ^ lassen sieb die Aufgaben^ för die Par|tliekigraiiioie, 
Trapeze, allgemeine« Vierecke etc, bilden. Später lassen sich die Flä- 
cheninhalte dieser t'iguren, die Radien der eingeschriebenen und um- 
^cbriiebenen Kreise beim Dreieck und bei den durch Diagonalen ent- 
standenen Dreiecken mehrseitiger Figuren herzuziehen; feroer lassen 
sich aus den Combinationen zur 4ten^ 5ten etc. nten Klasse in jeder 
Complexion je zwei gleichartige Elemente zur Summe, zur Differenz, 
tnitk tl^chtecV oder terhititniss verbinden. Wie man es in Ibnticher 
^ise %ei 4er Uten, 6teti, fUen Klinse machen katln, ist nuYi tvoM HUM 
zu ersehen. Dass diese gefaedenea i«Cg«beB aoC den Sta»d|iii«(te dta 
Schülers nicht s&mmtlich lösbar sind, tbot hier weiter nichts zur Sache. 
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f'^on A^n TIeleeken im Allgemeinen und den l^a- 
mllelogrammen Im tteflondeni. 



Br0lal Xapitd« 

Allgetneitie LelirsStze von Vieleeken. 

S.. 8S. Miehrm^Z. In jedm Vieh^e ts/ die An%ahl 
aller DiagmaU^y welche sich am äner Winkehpitze ziehe» 
lassen^ gleich der um drei perminderten SeitmMhU 

8 e weis. Na«h dem Punkte, von wefcheni aus die Did- 
focielen gesogen werden sollen, Jasst sidh nMurlicb keine zk^ 
hen, ebensowenig aber auch nach den beiden mil dem erstem 
durdi Seiten verbundenen Winkelspitzen. Ist also die Anzahl 
der Seiten und folglich auch der Eni^unkte t=n, so l)leiben 
doch nur noch n — 3 Punkte übrig, nach denen sich Diago- 
nalen ziehen lassen. Die Anzahl der letzterii ist also selbst 
= « ~ 3. . ' 

fi« 88\ JtMBUMm. Oie Anzahl aUer mi^iOien Dia- 
goMHen, wMk si^ Ä»^#Aiem Vielecke ziehen lassen , ist gleich 
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dem halben Producte aus der ganzen Seitenzahl in die um B 
verminderte. 

Beweis. Es lassen sich nämlich in einem Vielecke Ton 
n Seiten aus jeder Winkelspitse nach vorigem Satze n — 3, 
also im Ganzen n(H — 3) Diagonalen ziehen. Nun ist aber 
jede derselben zweimal gezählt, deshalb ist das Product noch 
durch 2 zu dividiren, und es ist somit die Anzahl aller mög- 
lichen Diagonalen^ ö — ~* 

$. 89. IdehrMatz. In jedem Vielecke wächst die 
Summe der Winkel um z%ßei Rechte (2R)» wenn die Anzahl 
der Seiten um eine zunimmt. {Fig. 37.) 

Beweis. Es sei MN eine Seite eines Vielecks von 
n Seiten; man construire 

I. nach aussen darüber das Dreieck MOÜ und be- 
trachte nun statt MN die Seiten MO und ON als Vieleckssei- 
ten, so hat man offenbar ein Vieleck von (n + 1) Seiten. Die 
Summe der Winkel ist hierdurch aber um NMO + MON-j- 
0NM»2R ($.60.) vermehrt worden, was behauptet wurde. 
Constrftirt man das Dreieck MO'N 

II. nach innen und nimmt entsprechend M(y und O'N 
statt MN als Vielecksseiten, so hat man ein (n + 1) eck, des- 
sen Winkelsumme sich um den conveien Winkel MO'N ver- 
mehrt, gleichzeitig aber um 0*MN + 0'NM vermindert hat. 
Veriängert man MO* bis P, so ist PO'N^O'NM+O'MN (J. 
59. ) und ist deshalb die Winkelsumme noch um den gestreck- 
ten Winkel MO'P grösser, als die des necks, was ebenfalls 
der Behauptung entspridit. Videcke mit convexen Winkeln 
nennt man Vieiedse mit einspringenden Winkeln. 
(Vgl. §. 64^ 2-) 

$. 89*. läehrsata. Die Summe, aller innem Win- 
kel eines Vielecks ist gleich soviel Rechten als die um 4 ver- 
minderte doppelte Seitenzahl angiebt, 

Vorauss. Ein Vieleck hat n Seiten. 

Die Summe der innern Winkel des- 
selben ist S«(2fi— 4)Jl oder 



Bebaupt. 



Allgemeine Lehrsätze von Vielecken. 4f 

Beweis. Wir nvissen bereits, dass der Satz Tom Drei- 
eck gilt , denn bei diesem ist ($. 60.) die Summe aller Winkel 

(2. 3 — 4) Rechte =2 Rechte. 
Könnten wir nun erweisen, dass, wenn der Satz für irgend 
ein Vieleck gilt, er auch für dasjenige gelten müsse, welches 
eine Seite mehr hat ; oder, was dasselbe ist, könnten wir zei- 
gen, dass, wenn der Satz vom neck gilt, er auch vomin+l) 
eick gelten müsse; so würden wir schliessen dürfen, dass der 
Satz, weil er vom Dreiecke gilt, auch vomViered^e/ und weil 
TOB diesem, auch vom Fünfecke u. s.f. , allgemein von jedem 
Vielecke gellen müsse. Nehmen wir deshalb an, der Satz gelte 
für ein beliebiges neek und es sei dessen Winkelsumme 

so wird man für die Wink^lsumme des (n + 1) ecks ( nach $. 
89.) haben 

S==2nR—iR + 2R 

= 2nR + 2Ä — 4Ä 

= 2(»f l)fi — 4Ä, 

also auch so viel Rechte, als die um 4 verminderte doppelte 
Seitenzahl angiebt. Nun ist aber der Satz für n=3 richtig, 
folglich auch für n + l«4, wovon sich weiter auf die Rich- 
tigkeit beim Fünfecke, Sechseeke etc. und allgemein bei jedem 
Vieleeke schliessen lässt, so dass der Satz allgemein gilt. 

An merk. Man beweist diesen Satz gewöhnlich so, dass man einen Punkt 
innerhalb des Vielecks mit allen Winkelspitzen verbindet, oder indem 
man von einer Winkelspilze aus alle möglichen Diagonalen zieht, und 
ans der Summe der Winkel in den entstandenen Dreiecken auf die Summe 
der Winkel im Vielecke schliessU Diese Beweise sind zwar bedeutend 
einfacher, als der oben gegebene, entbehren aber auch dafür durch- 
aus der Allgemeinheit und können höchstens da, wo die Fassungskraft 
der Schüler das> Yerständniss des allgemeinen Beweises noch nicht hof- 
fen Iftsst, als Nothheifer statairt werden. Man mnss sich jedoch auch 
schon bei Anfängern Allgemeinheit in der BewelsfAhrong angelegen sein 
lassen. Mit der hier angewandten, so überana fruchtbaren Schlussme- 
thode vonnaufn-f-1 können übrigens die Schüler nicht frühzeitig 
genug bekannt gemacht werden. 

$. 89^ Xusätae. 1) Ein jedes neck kann höch- 
stens n — 3 convexe Winkel haben^ 

Beweis* Hätte es z. B. n — 2 convexe Winkel, so wäre 

Wiejgand, ir Cwrs, d, JPfo». iu Aufl, 4 
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die Summe dieser WiDke) scbon grösser als 2{n^^2^R oder 
(gfi — 4)Jl, weil jeder convexe Wiokel >2it ist 

2) Im regulärm Vieleck von n Seiten ist ein Winkel 

2n — ^ 4 
(ein sogenannter Polygonwinkel) = Ä, 

d. h. er ist gleich so viel RedUen , als die Zahl angiebt, t^l- 
the fnan erhält, wenn man von der doppelten SeitentaU die 
Zahl 4 subtrahirt und die erhaltene Differenz dureh die An- 
zahl der Seiten dividirt. 

3) Jedes Vieleck kann durch Diagonalän^ weiche nur in 
dem Umfange des ViHedts zuämmnmstosseny in nidü mihr und 
nicht wenige ^ ^^ (u — 2) Dreiecke zerlegt werden. 

4) Die Summe aller ÄUHenwinkel, welche entstehen^ 
we^nn alle Seiten eines Vielecks mit lauter concaven Winkeln 
über einen ihrer Endpunkte, aber nicht zwei Seiten über den- 
selben Endpunkt verlängert werden, ist =4R. (/V^. 38.) 

Anmerk. Bei einem Vielecke der b^2eichneleo Art sind die Aossenwin- 
kel, Nebenwinkel (Sop^lemente) der innern, bei convexen (einsprin- 
genden) Winkeln ist dies jedoch nicht durchweg der Fall. Weny wir je- 
doch den BegriiT des Supplements eines Winkels ganz allgemein fassen 
und darunter einen Winkel verstehen, welcher zum addern addirt wer- 
den mats, wenn man 2R erhallen will, so ersieht man, dass das Sup- 
plemanl eines convexen Winkels ein negativ (ssbtraetiv) tu nebmender 
Winkel sein muss. In diesem Sinne kann ttan den ganz allgtneitten 
Salz aufstellen: „Die Summe der Supplemente aller Winkel 
eines beliebigen Vielecks ist gleich vier Rechten. 

§.89^. JkJnmerknngr« Zur Congruenz zweier n ecke 
ist im AUgemeiaen die Gleichheit von (2n — S) yon einander 
anabMngigen Stücken erforderlich, was sich, wenn man auf 
die Zerlegung dernecke in congruente Dreiecke Rücksicht nimmt, 
durch den Schluss Von r auf r+1 ergiebt. Die Congruenz- 
sätze für das allgemeine Viereck finden sich in der Schrift : 
Lehrsätze und Aufgaben aus Jaeobi's Anhängen zu 
yan Swindens Elementen der Geometrie. Mit Beweisen, 
Aufiösnngen und Zusätzen herausgegeben von Dr. Wieg and. 
Halle 1847. I.Band 42 ff. (S. Anhang.) 



Von den ParalleUgrammeD. 6t 

Zweites Kapitel. 
Von den Parallelogrammen. 

« §. 90. JErkl&rung. Gin Viereck ^ in tvet- 
chenfi die einatider gegeduberiiegefiden Seiten parallel sind^ 
heisst eiti Parallelogf amm. 

Man bezeichnet ein Parallelogramm dureh das Zeichen 

gr, hinter welches man die 4 Buchstaben, welche an den 

Winkelspilizen stehen, oder nur zwei gegenüberstehende Buch- 

jstaben setzt; z. B. (Fig. 39.) || gr ABCD oder || gr AC, oder 

auch |( gr BD. 

S» 00^ SEtfMtoe« 1) Die Summe zweier Winkel im 
|jff> welche an einer Und derselben Seite liegen y isf =2R. 

2) Je zwei gegenüberstehende Winkel im \\ gr sind ein- 
ander gleich. 

3) Ist im II gr ein Winkel ein R, so sind alle übrigen 
ebenfalls rechte; ist ein Winkel ein schiefer^ so sind alle 
Mrigen ebenfalls schiefe. 

Ein II gr der erstem Art heisst ein rechtwink- 
liges, eins der zweiten ein schiefwinkliges. 

$. 91. MjehT$ata. In jedem Parallelogramme sind 
je zwei gegenüberstehende Seiten einander gleich. (Fig. ^9.) 
Vorauss. AB \\ CD 
AD 11 BC. 
ßehaupt. AB^CD 

AD^BC. 
Beweis. Man ziehe eine Diagonale AB und beweise 
die Congruenz der entstandeneit Orteieeke ABC und ADC. 

§. 9P. XuMätOfe. 1) Parallelen zwischen Paralle- 
len sind einander gleich. 

2) Alle von irgend welchen Punkten einer Linie auf 
^iük andere ihr parallele gefällten Lothe sind einander gleich. 
(S. 4«*.) 

Ein von einem Pnnkte einer Parallelen auf die andre 
gefälltes Loth. heisst deshalb der Abstand beider 
Parallelen. 

4* 
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3) Jede Diagonale theilt das ParalUlogranm in xwei 
eengmente Dreiecke. Hteraui folgt, dais ein Parallelogra^an 
bestimmt ist und fetglith consiruirt werden kann, wenn eins 
dieser Dreiecke gegeben ist. 

4) Sind in einem ParaUttogramme zwei amiosstnde Sei- 
ten einander gleich, so sind alle vier einander gleich. 

5) Die Diagonalen eines Parallelogramms halbiren ein- 
ander, und nmgekehrl: wenn in einem Vierecke die Diagona- 
len einander kalbiren, so ist es ein Parallelogramm, 

Beweis. Folgt (Fig. 39.) aus der CoDgraeoz der Drei- 
ecke ABB und DBC. 

6) Jede durch den Durchschnitts- | 
funkl beider Diagonalen gehende 

Linie kalbirt das Parallelogramm. 

7) Da (.Zus. 3.) et« ParaUelo- 
gramm bestimmt ist, wenn eins der 
durch eine Diagonale entstandenen 
Dreiecke ABC ( Fig. 39. ) gegeben ; 

ist, und dieses wiederum durch jedes der durch die beiden Dia- 
gonalen gebildeten 4 Dreiecke, z. B. durch ÄBE bestimmt ist, 
inäan AB und BAC in beiden gemein und durch AE oucA AC 
gegeben ist, so ist das Parallelogramm auch durdi ein Drei- 
eek der letztem Art vollkommen bestimmt. 

$. 92. MJehrsate. Sind je xwei Gegenseiten in ei- 
nem Vierecke einander gleicb, daitn ist es ein ParalUl9gr<mim. 
{Fig. 39.) 

„ Mä= cd 

, Voraus«. ^^^^^^ 
B , , iAB\\ CD 

Beweis. Man ziehe eine Diagonale, beweise die Con- 
gruenz der entstandenen Dreiecke (ABD^BCD}, dann folgt 
aus $. 49. 2. , dass die Gegenseiten parallel sind. 

AniBsrk. Auf diesen Salz grQadel sieb der Gebrauch d«s Panllelen- 
liehers. 
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S. 93. M^hrtatait Sind xviei Seilen m einem Tier- 
eeke gteich und parallel, to ist «» ein Parallelogramm. [{Fig. 
39.) 

VoraiiBS. ÄB#CD. 
Bebaupt ADHBC. 
Beweis. An» A JMa ABC» (S. 63.) folgl ^/)=«(! 
und hierans ($. 92.) mit Rficksicbt auf die Voranssetzung end- 
lich ÄDiBC, w. z.b. w. 

$. 94. J^hrMatai. Sind in einem Vierecke je zwei 
gegenüierliegende Winkel einander gleich, eo itt daiseVte ei» 
Paralletosrarmn. (Fig. 39.) 

UBC==ABC 
"»"■"'■ iliAB=BCB. 
„ . . UBIlCi) 
"•■""P'- ii«||B(7. 
Beweis, NachS.SO^ igt dieSumme aller Winke) gleich4B, 
folglieh ABC + BCD = 2R, deshalb AB\\CD, | ,» .« » -, 
uadauc\iBCD+ CDA=2R, desbaä} AD \\BC | '*' ' '■' 

§. 95. Erklärungen, 1) Sind in einem 
Parallelogramme alle Seiten gleich und alle Winkel Rechte, 
so heisst es eia Quadrat. (Fig. 40.) 

2) Sind nur die gegenüberliegenden Seiten gleich, 
aber alle Winkel Rechte, so heisst es ein Rechteck. 
(Gblongum.) (Fig. 41.) 

3) Sind alle Seiten eines Parallelogramms gleich, 
die Winkel aber schiefe, so heisst es ein R h o m b u s oder 
eine Raute. (Fig. 42.) 
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,4) Sind nur die gegenüberliegenden Seiten gleich 
und die Winkel schiefe, so heisst das Parallelogramm 
ein R h m b i d. (Fig. 42.) 

§. 95^ WiUMätae. 1) Da (S^ 91^ 3. und 7.) ein 
Parallelogramm durch jedes der durch die Diagonalen gebil- 
deten Dreiecke bestimmt wird, und da hinwiederum ein Drei- 
eck durch 3 Stücke , bei denen wenigstens eine Seite sein muss» 
bestimmt ist; so ist auch im Allgemeinen ein Parallelogtßmm 
durch drei solche Stücke, xu denen ansser den Sm$en'und 
Winkeln des Parallelogramms die Diagontüen und die Winkel, 
wekhe sie unter sich und mit den Seiten bilden, gekäre^, fre- 
stimmt. Da nun beim Quadrat alle Dreiecke rechtwinklig und 
gleichschenklig j beim Rechteck rechtwinklig, beim Rhombus 
gleichschenklig und beim Rhomboid ungleichseifig sini^ so sind 
nfiur (hnstruction 

a. eines Quadrats ein Stüok^ 

b. eines Rechtecks 2 Stücke, 

c. eines Rhombus 2 Stücke, 

d. eines Rhomboids 3 Stücke unter obiger Bedingung 
hinreichend, aber auch erforderlich. 

2) Wenn man die Schenkel einics rechten Winkels gleich 
einer gegebenen Linie a machf, v^nd zieht durch die Endpunkte 
der abgetragenen Stücke mit die^$t{ Pqrßllelen bis zum Durch- 
schnitte, so ist das dadurch entstandene BaraUelagstamm ein 
Quadrat, das die Linie a zur Seite hat. Leicht zu ersehen 
ist hieraus, wie aus zwei Seiten h und, c ein Rechteek zu con- 
struiren ist. 

Anmerk. 1. Man bezeichnet ein Quadrat^ dessen Seile =^a ist, durch 
aS oder a^ und ein Ke^fateck, dessen Seite? b und c sind, durch 6 X ^ 
oder bc. Der Grund für diese Bezeichnungsweise wird sich später er- 
geben. (Vgl. II. Curs. d. Plan. §.40.) 

Anmerk. 2. Wie sich für die einzelnen Parallelogramme die verschieden- 
artigsten Aqfgaben bilden lassen, ist aus dem früher Ixeim Dreiecke 
(f. 87. Anmerk. 2.) Gesagten za ersehen. 

3) Im Quadrat und Rechteck sind die Diagonalen ein- 
mder gleich. (Fig. iQ. und 41.) 

Beweis« Folgt aus der Coogruenz der Dreieeke ABD 
und ABC. 
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4) Quadrat und Rkon^s werdm ^reh beide Diagönü" 
Im in vier congruente Dreiecke getheilt, (Fig. 40. und 42.) 

Beweis. Folgt aus $.67. 

5) Im Quadrat und Rhombus stekm die Diagonalen Mtiit-* 
recht auf einander. (Fig, 40. und 42.) 

Beweis. Foifl aus 4) mit Rücksiebt auf $• B6. 

§. 96. Erklärungen* I) Ein Viereck, in 
welchem 2 Seiten parallel und die beiden andern gleich 
(aber nicht parallel) sind, heisst ein Antiparallelo- 
gramm. 

2) Ein Viereck, in welchem zwei Seiten paraHel, 
die beiden andern aber weder parallel nodi gleich sind, 
heisst ein Trapez. 

3) Ein Viereck in welchem keine Seite der andern 
parallel ist, heisst ein Tr^pe^oid. 

S< 06^. Xffßsätgßm Jn j^dem Antiparallelogramm 
ABCD (Fig.U.) ist: 

1) Winkel ADC=BCD (AÄPF ist gleichschenklig). 

2) Winkel ABC=BAD (die Ergänzungen voriger zu 2A.). 
j AACD^ABDCl 

^^ [aabd^aabc]^^^^^'^ 

4) BD = AC. 

5) ADPC und AAEB gleichschenklig. (§. H.a. in Be- 
zug auf Winkel.) 

6) AAEDmABEC ($.63.). 

(Die Aufstellusg 4er $lteQ in Worten, 90 wie die Aus- 
führung ihrer Beweise überlassen wir dem Anfanger). 

$. 07. MäChrMÜtlse. Wenn man durch den Mittel- 
funkt einer der nicht parallehn Seiten eines Trapezes eine 
Parallele mit den parallelen Seiten zieht, 

1) so halbirt diese die andtre nicht parallele Seite eben^ 
falls, und 

2) ist gleich der halben Summe der beiden parßll^hn 
Seiten oder wie man sagt: gleich dem arithmetischen Mit - 
tel %u>i$diß» betdea paralMen Seitm. (Fig. 45.) 

Bftwetfl. l)U<n mboiM ^ AQ \i ac, imn ißiAdJmi» 
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ADBK ($.64.). Hieran« folgt ÄH=SK=He ond hieraus 
($.91*.) BF=FC. 

2) Verlängern wir noch EK mti AB bis zum Diirch- 
sdinitte in / , so ist offenbar ÄI= DK. Beieichnen wir diese 
Strecke durch x, so ist 

EF=.AB+x, aber auch 

BF=DC~x 



2BF==ÄB+DC 
EF=-\-(AB + DC), w.i. b. w. 
S. m>: WM*at9. Das im Beweiie vorigen Satxei mit 
X benaicknete Stück ist gleich der katbm Diff«Fm% zwischen 
dm parallelen Seiten. 

Behaupt. DK=AI=:^{DC—AB}. 
Beweis. Es ist 

x^DC—,SF 
x=EF~AB 
2x = DC— BF + BF— AB 
= DC—AB 
x=^{DC~AB). w, z.b, w. 



Drittes Kapitel.. 

Von der Gleichheit der Flächeninhalte der Paral- 
lelogramme uDd Dreiecke. 

PythagorSischar Lehrsatz. 

§. 98. SJrkiäruH' 

gen. J) Der Abstand zweier 
parallelen Seiten eines Paral- 
lelogramms heisst in Bezug 
auf eine dieser Seiten als 
Grundlinie eine Höhe des- 
selben. 

2) Der Abstand der parallellen Seiten eines Aati- 
parallelogramms oder Trapezes heüst in Bezug auf eine 
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dieser parallelen Seilen (gewöhnlich der ^össern) als 
Grundlinie die Höhe desselben. 

$. 98^. XfUMtOfe. 1) Zu jedem Parallelogramme 
gehören zwei Höhen und zwei Paar Grundlinien» 

2) Im Quadrat und Rhombus sind, so wie, die Seiten, 
auch die Höhen einander gleich, 

3) Im Quadrat und Rechteck stellen je zwei zusammen- 
stossende Seiten Grundlinie und Höhe dar. Beim Quadrat ist 
somit die Höhe gleich der Grundlinie. 

4) Parallelogramme, welche zwischen denselben ParaU 
lehn liegen , d, h. von denen jedes ein Paar Gegenseiten in 
diesen Parallelen liegen hat, haben in Bezug auf eine dieser 
Gegenseiten als Grundlinie gleiche Höhen. Umgekehrt lassen 
sich Parallelogramme f welche eine gleiche Höhe haben , Zwi- 
sten dieselben parallelen Linien bringen. 

$. 99. Ijehr9UtZm Parallelogramme von gleicher 
Grundlinie und Höhe sind einander gleich , d. h. haben glei- 
ehen Flächeninhalt. {Fig. 46.) 

Vorauss, j H 8^ ^^ "»^ II «r ^ff haben gleiche 

I Grundlinien (DC, HG) und gleiche Höhen* 
Behaupte || gr AC^ || gr EG. 
Beweis. Man lege beide Parallelogramme ABCD und 
EFGH zwischen dieselben parallelen Linien (§. 98^. 4.) und 
zwar so, dass sie ganz ausseri^alb einander liegen. Hierdurch 
entstehen 2 Trapeze ÄEHD und BFGC, welche gleichen Fla* 
cheninhalt haben, da 

A ADH^ A BCG und 
AAEHs^ABFG ki. 
Wird beiderseits das gemeinschaftliche Trapez BEHC subtra-» 
hirt, so folgt die Richtigkeit des Satzes unmittelbar. 

An merk. Die beiden grossen Trapeze sind nicht nur einander gleich, 
sondern auch congroent; doch ist Letzteres hier gteicbgältig. 

$. 99^« Kusäia^* 1 ) Jedes Dreiedc lässt sieh ah 
die Hülfte eines Paralhlogramms ansehen, welches mit ihm 
gleiche Höhe und Grundlinie hat. ($. 91\ 3.) 

2) Dreiecke von gleichen Grundlinien und Höhen sind 
eimmder Mdh. (1. und $. 99*) 
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3) Ein Dreiedc ist gleich einem ParalMo fromme^ da$ 

mit ihm dieselbe Höhe uni halbe Grundlinie hat. (Fig. 13.) 

Beweis* Verbinden wir die Mittelpunkte der Gegensei- 
ten (E mit F) , so ist || gr ÄF= ^Wgv AC ($. 99.) und auch 
AADC=^\\gv ÄC {l.) 

4) Ein Breieck ist gleich einem Parallelogramme, dag 
mit ihm dieselbe Grundlinie und halbe Höhe hat* {Fig, 43.) 

Beweis. Betrachten wir AB als gemeinschartliche Grund- 
linie, so ist II gr AF^ \\ gr EC, folglich hat [| AF die halbe 
Höhe von U gr AC u. s. w. 

5) Ein Parallelogramm ist gleich der Hälfte einfs an- 
dern ^ dßs dieselbe Gmndlinie und doppeltem fföhe, oder iafi- 
Igelte Grundlinie und dieselbe flöhe des ersterfi hat. 

Beweis. Ergiebt sich leicht aus Fig. 43. 

6) Parallelogramme^ ^der Dreiecke v^ gfeichm H4keH 
siiKd s^usammengenommen gleich einem dritten Parallelogramme 
oder Breiecke, welches dieselbe Höhe und die Summe der 
Grundlinien zur Grundlinie hat. 

« 

7) Bie Differenz der Flächeninhalte zweier Parallelo- 
graniH^ von gleicher Bähe ist gleich eifern Parallelogramme, 
welches dieselbe Höhe ^itid die Differenz der Qrunilinien zur 
(jirundiim hat. 

8) Iwei PairaHelogyamme oder Drmck4 ihm» gl^of^ 
Qrmfidlitßiß sind s^usammß^9^^mmen gleich einem i(en Paral- 
lelogramme oder Br»eck$, mlihe^ dieseUbe Qrwdlim^ hm4 di^ 
Summe der Höhen zur Höhe hat. 

9) Bie Biffere^a^ d^ Fläehenßnhc^te zweier Parallelo- 
gramme von gleicher Grundlinie ist gleich einem Parallelo- 
gramme, ^$lehe9 dießelbe Grundlinie und die Biffiennz <(«r 
Höhen zur Mihe hm. 

10) ParMelogramme oder Breiteke von gleichem Inhalte 
und gleicher Höhe haben auch gleiche Grttndlinien ; und um- 
gekehrt bei ghicken Grundlinien aufik gkiehs fföhm* 

Beweia. Ergiebt »ich leicht indirect Man mi^mi %n$ 
eins habe eine gr(tosere Grundlinie reap. Höbe, imd iwkX aiflh 
4irauf die andr« abgetragen und eine Parallatä mit 4v dar- 
anstossenden Seite gezogen , daoo Hommt man Wftgef 4fif eAt^ 
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stehenden gleiehen Ptrallelogrnmme anf 4ie Ungereimtheit, dass 
ein Theil gleich dem Ganzen sei. 

S. 99°. Mit HOlfe dieser SäUe lassen sich folgende Auf- 
gaben leicht lösen: 

1. Ein Dreieck iu beliebig viel gleiche Theile zu iheiten, so 
dass die Tbeilungslinien a) von einür Winkelspilze, b) von einem 
Punkte einer Seite oder c)voii einem Punkte innerhalb ausgehen. 

2. Ein Pdralleiogramm in beliebig viel gleiche Theile zu thei- 
len, BO dass die Theilungslinien ttiner Seite parallel sind.*) 

3> Ein schiefwinkliges Parallelogramin in ein anderes, wel- 
ches einen gegebenen Winkel hat, zu venrandeln. 

4. Bin Viereck in ein Drei- 
«ek von gleichem FUdienin- 
balte, oder aHgemein ein neck 
in ein <n — l)ecb zu ver- 
wan^dn. 

5. J«de geradlinige Figur in 
ein Dreieck oder Parallelo- 
gramm zu verwandeln. 

6. Ein Parallelogramm durch eine gerade Linie so zu hal- 
biren, dass die Halbirungslinie durch einen in einer Seite, oder 
innerhalb, oder ausserhalb des Parallelogramms liegenden 
Punkt geht. 

§. 100. Miehvat«. Wenn man t'n tinem ParqiHelo- 
gramme eine Diagonale und äurch einen Punkt dertelben Paral- 
lelen mit den Seiten sieht, so wird dai ursprüngliche Paralteio- 
gramm i^ vier andere lerlegl, v.m welchen 

1) die heide», dwreh welche die Diagonale geht, ni< dem 
ursprünglichen gleichartig, d. h. bei gleiidien WmM* au^letcA 
ffltl ihm Quadrate, Rechtecke, Bhombe» vnd Rhotnboide sind; 

2) die beiden übrigen Parallelogramme dagegen von glei- 
cher Grösse sind. {Fig- 47.) 



*) Bai ita trsMQ beideD Aargnbeo wird voriDEguelit , 
gerade Linie in beliebig viel gleich« Tlwil« Iheüu litM«. 
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Voraus«, j ^ || gr iC Ut F«f M« und /JW || 

R»h»..ni i^)l\«r IG uad I] gr FH gleichartig. 
Behaupt |2) \\gr AE=UrEC. 

Beweis. 1) das FH uod IG mit AC gleiche Winkel haben, 
ergiebt sich unmittelbar. Dass die ersteren Parallelogramme mit 
letzlerm gleicbarlig sind» wird dadurch erwiesen, dass man zeigt, 

''*'' AD t AB auch 

< 

FD ~ FE zur Folge hat. 
< 
Letiteres ergiebt sich leicht mit Zuziehung von $. 66. und §. 69. 

2) Ergiebt sich mit Zuziehung von §. 91^ 3. u. $. 11. a. 

§. 100^ S^MätOfe* 1) Das QvKidral über der Sum-^ 
me zweier Linien ist gleich der Summe der Quadrate über bei^ 
i€n Linien, vermehrt um das doppelte Rechleck aus beiden lAnien* 

2) Das Quadrat ikber der Differenz zweier Linien ist gleich 
der Summe der Quadrate über beiden Linien, vermindert um das 
do]^He Rechteck aus beiden Linien, 

Beweise. 1) Ei^iebt sich ohne Weiteres aus §. 100. 

2) Denken wir (Fig. 47.) || gr AC als ein Quadrat, 
8«lzen AB=::a, Bl^b, so ist |i gr AC—a^, \\ gr IG^h\ 
I gr FH^{a — h)\ ||gr AG-aXh. \\%rIC^aXh. Leicht 
ergiebt sich mm 

a« = (a-6)»-}. 2.aX 6— 6*J 
woraus a*+ 6* — 2. ö X 6 = ( « — *)* folgt 

§.101. ijehrsatZ^ Wenn man in einem rechte 
winkligen Dreiecke aus der Spitze des rechten Winkels auf die 
Hypotenuse ein Loih fällt, so ist das Quadrat über einer Ka- 
thete gleich dem Rechtecke aus der Hypotenuse und ihrem an 
jener Kathete liegenden Abschnitte, 

,, i ABC-R 

Vorauss. \ g^^^c. 

Behaupt. B(P — CDX ÄC. (Fig. 48.) 
Beweis. Man construire BC^ = BFEC und CDxAC 
= CGHD (§. 95*'. 2.) ; ziehe dann in den erhaltenen Trapezen 
AFEC und BCGHgwn den Scheiteln der spitzen Wink«! die 
Diagonalen^if^und^jBG; dann ist 



Pythagorflischer Lehrsatz. 

AASC&ABCß (§.63.), 
woraus der Satz mit Zuziehung von §• 99^ 1. folgt. 

§. 102. l^thagaräischer Mjehrsata. tn 

Jedem reehiwinkligen Dreiecke ist das Quadrat über der Hypo- 
tenuse gleich der Summe der Quadrate über beiden Katheten. 

Voraus 8. A ABC bei B rechtwinklig. 

Behaupt. ilÄ»+ÄC»=i(7» (Fig. 48.) 

1) Beweis. Unmittelbare Folge des vorigen Satzes, 
wenn man die für beide Katheten erhaltenen Gleichungen addirt. 

2) Beweis. Man beschreibe über der Hypotenuse ÄC 
(Fig. 49.) auf derselben Seite, wo das Dreieck liegt, das 
Quadrat ACDE, ziehe DFJLBC, EG ±DF und veriingcre AB 
bis H; dann besteht das ganze Quadrat AD aus den 4 unter 
einander congruenten Dreiecken ABC, CFD, DGB und BAH 
und aus dem Yierecke. BFGH , welches offenbar ein Quadrat 
mit der Seite BC — AB ist. Nun ist jedes der 4 Dreiecke 
^^^(BCXAB) ($.99M.), folglich alle vier = 2. (BCXAB). 
Es ist somit 

1C^= {BC—AB)^+2. (BCX AB) = 
«C« + i4Ä» — 2. (ÄCX iÄ)+2.(ÄCx AB) 
($.100*. 2.) 
folglich, da offenbar eine Grösse, die erst um etwas vermin- 
dert und dann um dasselbe wieder vermehrt wird, ungeän- 
dert bleibt: 

AC^:=BC^ + AB^ w.z.b.w. 

(Mehre andere Beweise des pythagoräischen Lehrsatzes 

finden sich in der Schrift: Lehrsätze und Aufgaben 

aus Jacobi's Anhängen zu v. Swindens Geometrie. 

Mit Beispielen etc. herausgegeben von Dr. Wiegand. 1. Band.) 

An merk. A) Mit flülfe dieses Satzes lassen sich zwei opd mehre Qua- 
drate in ein einziges verwandeln. 

Anmerk. 2) Solche rechtwinklige Dreiecke, deren Seiten sich bei ei- 
nerlei Maass durch ganze Zahlea aotdrflcken lassen, heissen pytha- 
goreische Dreiecke. Eine Tabelle fOr Seiten solcher Dreiecke s. 
in meinem Lehrbnche der ebenen Trigonometrie. Anh. 5. Kap. 

S. 102\ JLehrsätae, l) Das Quadrat über eitler Ka- 
thete im reohMnkligen Dmeeke ist gleich dm Untersehiede mot- 
sehen dem Quadrate der E^fpaUmn md dem d^r andfm Kaufte. 



tl Dfituf Ab'aohiitti 

2) Wenn in xwet 
rechlwinkli^eM Drei- 
tehtn em Pa*r £a- 
iheltn gleich, die an- 
dern aber ungleich 

sind, so sind aneh die ifypuivaunen nnyieicn, wM zwar genört 
lur grossem Jialhati Me grössere Bypotenuse. 

V ( ^ dea rechtwinkligen Drei«ckgn JLH 

■ i und KLU ia( HL = BL, IK>U. 
Behaupt. BK>JH. 
Beweis, Die Richtigkeit dicäes Salzas folgt auch aus 
$. 68*. 1. 

3) Wenn swei rechtwinklige Dreiecke eine gleiche ^ipalt- 
nute habtn, aber eine Kathete in dem einen kleiner ist, als 
eine Kathete im andern, so ist die andere Kathete im erstem 
Ureieeke grösser, als die ändert Kathne im tweiten. 

Vorauss. \ j^f,>MF. 
Behaupt. AC<FD. 
Beweis. Folgt mit Anweijdung des Zos 1. 
%. 103. Xiehr$at«* Das QwtirM über der Höhe 
.eäu* reehHeitthligen Dreiecks ist gleich den Rechtecke ans den 
beiden AbsehmUen der Bjpoleniu«. 

Beweis. Nach $. 101. ist (Fig. 48.) BFßC = DCGB. 
TrSgt man nun CIi^DC ab und lieht /X||CD, so ist offen- 
bar das II gr DI=DC\ Nun ist aber $. 102*. 1. 
BD'-BC* — DC*, folglich auch, 
da BC^= \\gt DG und 
DC*= II gr gr DI, 

BD*== Ijgr DG— |gr D/ = (i %r KG. 
Nun ist aber, was leicht au ersehen, || gr KG:=PCX 
AD, folglidi anch BD^=DGX AD, w. z. b. w. 

9. 104. MäehirsMK> Wem tn einem Prtieclu die 
Smtme der Qiaärale iber iaei Siilen gleidh t'il dem Quadrate 
über der 3ten Seile, So ist da* breieck ein reehtieinhliges , und 
«fedf itt die drille Seile die Hyp»teiMi« Seeeeiben. 

Voraus«. AB* + AC*^B0 {Fig. 69^ a.} 
Behaupt. BAe = ». 



FiacheB(tt«i>k«1>äfi'a'ff«lbgramme. M^ 

Beweis« Man trage auf den Schenkeln eines rechten 
Winkels bezüglich A!C*=^AC vM A^V^A^ ai> und ziehe 
B'C, wende auf das erhaltene rechtwinklige AineMsk den Pf- 
thagoräischen Lehrsatz an, dann folgt die obig« DehAuptotig 
mit Zuziehung der Voraussetzung und $. 9. atis der Congrtt- 
enz beider Dreiecke. 

%. 104^ Xugät&^k U fV'enn in einem Dreiecke der 
Unterschied der Quadrate zwMet Seilen gleich ist detn Quadrate 
äer dritten Seite, so ist das Dreieck rechtwinktig» (Fig. 50. a.) 
Wenn AC^=:BC^—AB\ so ki BAC=:R. 

2) Wenn die Verbindungslinie einer Winkelspitze im Drei- 
eck mit einem Punkte der öegenseüe die letztere so (heilt , dass, 
wenn man von den Quadraten der beiden andern Seiten bezüg- 
lich die Quadrate der anliegenden Abschnitte auf der 3(en Seile 
subtrahirt, man gleiche Unterschiede erhält, so ist die Verbin- 
dungslinie eine Höhe des Dreiecks, (Fig. 50. b.) 

Vorauss. itB»— ÄD»« if^^Cl)*. 

Behaupt. ADXil). 

i 

Beweis. Mao oonstrüire aus AB als Hy[)ol^nuse und 
BD als einer K»tM^ ria rechtwinkliges Dreieck A'D'B, ma- 
i£e D'C*t:^DG tind itielM A'C, 

Nun ist nach Voraussetzung 

oder iÄ*— Äi>' + i>CaÄ4(?»,...(l) 
Nach §. 120^ 1. ist aber auch r. 

oder A'B"^ — M'D^^ D^C*^ sa A'C"« . . . (2) 

Aus der ConstruktioB ergebt sidi aber die Gtei6bheit der lin- 
kea Seiten von (1) und (2), folglich üffiss auch 

i'C'^Äi^ odei- 

AVF=^AÖBeiu. 
Hieraus folgt ($. 67.) 

AABC&i LA'B'a, also 

Winkel ABD^A'B'D^ und hieraus ($. 63.) 

LABD^t^A'B'D*, und daraus 

ABD:=zA*B'D'^R, 
mithin ist AD die Höhe des Dreiecks, w. i. b, w. 




Dritter Absiclmitt. 

S. 104 . JüehrMUta 

d€9 ]Pappus. Beschrtibi 
man übir dm Seiten eines 
Dreiecke ABC über zwei Sei- 
ten AG und BG abwärts vom 
Dreieck xwei Parallelogramme, 
ADEG und BFGG, verlängert 
ihre den Seilen des Dreiecks 
parallelen Seilen DE, GF bis 

xum Durchschnitte in H und -KM T) 

construirt über der drillen Seile AB ein Viereck AIKB, dessen 
zwei an AB liegenden Seiten parallel der Verbindungslinie HG 
sind und bis an die verlängerten Seilen der beiden andern Pa- 
rallelogramme gehen; so ist auch das lelzlere Viereck ABKI ein 
Parallelogramm, welches so gross ist als die beiden vorigen zu- 
sammen genommen» 

CD und CF sind || gre. 

ÄI\\BK\\nC. 

1) ABKI ist ein || gr. 

2) ABKI^ADEC-^BFQC. 
Beweis, Man verlängere HC bis AB und es möge 

diese Linie in ilf, IK in L schneiden, dann ist 

1) KBr=zHC^AI (S. 91*. 1.) 
folglidi ist ABKI (%. 93.) ein || gr. 

2) Es ist ferner 

II gr «Jfl/ = II gr AIHC j 

« II gr ADEC I '• ""• 
Hieraus aber folgt durch Addition' 

II gr iU»«=||gr ADEC-\-\\%r BFGC, w.z.b.w. 



Vorauss. 
Bebaupt. 
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Sehnen und Tangenten beim Kreise. M 

Vierter Absebmtt. 

Ton Iilnien und Winkeln lielm Krelte« 



Erstes Kapitel. 

Sehnen und Tangenten beim Kreise. 

§. 105. IJehrsätZC» l) Wenn man vom UUUU 
punkte einei Kreises auf eine Sehne ein Loth fällt, so wird die 
Sehne halbirt* 

2) Wenn man den Mittelpunkt des Kreises mit dem Mit- 
telpunkte einer Sehne verbindet, so steht die Verbindungslinie Auf 
Her Sehne senhrecht, 

3) Wenn man im Mittelpunkte einer Sehne auf derselben 
tin Loth errichtet, so geht dieses bei gehöriger Verlängerung durch 
dcw Centrum des Kreises. 

Beweis. 1) und 2) ergeben sich unmittelbar aus der 
Coi)gruenz der Dreiecke (Fig. 51.) AMC und BMC, Bei 3) 
hat man zu zeigen, dass die Annahme, das Perpendikel CM^ 
gehe nicht durch das Centrum M, .auf die Ungereimtheit führt, 
dass sich in einem Punkte einer Geraden auf derselben Seite 
V zwei Lothe errichten lassen müssten. 

$. 105^. X/USOtZ» Wenn man in den Mittelpunkten 

zweier nicht parallelen Sehnen eines Kreises auf denselben Per-- 

pendikel errichtet und dieselben bis zum Durchschnitte verlängert, 

so ist der Burchschnittspunht der Perpendikel das Centrum des 

Kreises. {Fig. 53.) 
An merk. Mit Hülfe dieses Satzes lässt sich der Mittelpunkt eines ge* 
geben en Kreises finden. 

$. 106. Aufgabe* Durch drei gegebene Pmkle, wel- 
che nicht in grader Linie liegen, einen Kreis zu beschreiben. 

Auflösung. Man verbinde einen der drei Punkte mit 
den beiden übrigen durch gerade Linien und errichte darauf 
in ihren Hittelpunkten Lothe bis zum gegenseitigan Duroh- 
schnitte: Der DurchBchnittspunkt ist der Mittelpunkt, und der 
Abstand desselben von einem der gegebenen PuAkte der Ra- 
4iio& d^s Kreises. 

Wieganä, ir Cun, d, Plan. 4te Aufl, 5 



M Vierter AbichnitL 

Beweis. Ist mit Zuziehung von $. 105^. zu fahren. 

$. 106^. ^U»Otat, Durch drti Pvnkie, die nicht in 
geraätr Xfnfe lUgin, Ut jtdeneil ein, aier auch nur ein Kreii 
votlkimmen (»(t'mml. 
Ad mark. Sind aar iwei Ponkle gegebiD, so lasten sich nniihlig tiela 
Kraiic conEtruircD, dia alle durch dtsie beiden Pnakte geben. 

§. 107. MäehTS&taSe* l) Äile Sthntn, welche gleich 
weit vom Cenirum (Stehen, lind einander gleich. (Fig. 53.) 

2) Von neei Sehnen ist diejenige die grSitere, welche de» 
Ueiniten Absland vom Centrum hat (Fig. 53.) 

Beweis. 1) Folgt aus der Congrueui der Dreiecke 
MBC und MDF. 2) aus $. 102^ 3. 

S. 1«8. Eiehrsätae, I) Der an 
den Berührungipunta einer Tangente gexo- 
gene Radius sieht senkrecht auf der Tangente, 

2) Da* im BerührungtpunJUe der Tan- 
gente auf derselben errichtete Loth geht ge~ 
hörig verlängert durch den Mittelpunkt des 
Kreises. 

Beweis. 1) Folgt aus $. 73^ 2. 2) ist iudirect vnd 
Sbnlich wie %. 105. 3. zu e 



Zwaltet Ki^ltal. 

Winkel im Kreise. 

§. 109. ErUlärungen, 1} Ein Stück 

des Kreises, welches von einem Kreisbogen und der 
dazu gehörigen Sehne begrenzt wird, heisst ein Kreis- 
abschnitt {Segment). Ist die Sehne ein Durchmesser, 
so nennt man das Segmeot einen Halbkreis. 

2) £in Stück des Kreises, welches tod einem 
Kreisbogen und den an seine Endpunkte gezogenen Ra- 
dien begrenzt wird, heissteiQKreJsausschnitt(Sec/or). 

3) Ein Winkel, dessen Scheitel in der Peripherie 
eines Kreises liegt und dessen Schenkel Sehnen dieses 
Kreises sind, heisst ein Peripheriewinkel. Hui 
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Winkel im Kreise. CT 

sagt, derselbe stehe auf dem Bogen, welcher zwi- 
schen den Sehnen liegt« 

4) Ein Winkel, dessen Schenkel Radien eines 
Kreises sind, heisst ein Gen tri winke!« Man sagt, er 
stehe auf dem Bogen, welcher zwischen den beiden 
Radien liegt. 

%. 109^. Ztf^ätoe. 1) Jede Sehne iheilt den gan* 
xen Kreis in xtoei Segmente, von denen dasjenige das grössere 
isij in welchem das Cenirum liegt. Ist die Sehne ein Durch- 
messer , so sind die Segmente einander congruent. 

2) Der Halbkreis kann sowohl als Segment, als auch als 
Seclor angesehen werden, 

3) Je zwei Radien (heilen den Kreis in zwei Sectoren, 
von denen der eine, wofern nicht beide Radien einen Durchmes- 
ser bilden, einen concaven, der andere einen convexen Centri^ 
Winkel hat. 

$. 110. Ijehrsatafe. in eitm^ und demselben Kreise 
oder in mit gleichen Radien beschriebenen, also gleichen, Krei" 
sen gehören: 

1) zu gleichen Sehnen gleiche (^congruente) Kreisbögen^ 

2) zu gleichen Kreisbögen gleiche Sehnen; 

3) zu gleichen Centriwinkeln gleiche Bögen, Sehnen, Äb^ 
schnitte und Ausschnitte, 

4) DU nach $. 87. {Fig. 36.; den Winkel BAG halbvrende 
Gerade AD halbhi auch den Kreisbogen BG in E. 

Es ergiebt sich hieraus das Verfahren, wie man einen 
Kreisbogen halbirt 

Die Beweise folgen aus der Congruenz der entspre- 
chenden Ab- und Ausschnitte« Dass die Bögen einander decken, 
wird dadurch erwiesen, dass (nach $. 28^ 2.) gezeigt wird, 
dass weder innerhalb noch ausserhalb eines Bogens ein Punkt 
des andern zu liegen kommen kann. 

$. 111. MjehrMata. Jeder Perii^Hewinkel Ut halb 
$0 gross, als der zugehörige Centriwinkel, d. h. derjenige, welcher 
mit ihm auf gleichem Bogen steht. 

BMC ist ein Centriwinkel 
BAC ein Peripheriewinkel. (Fig. 54.) 
Behaupte BACr^^-^BMC oder BMC:=i%BAC. 

6* 
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68 Vierter Abschnitt 

Beweis. Es sind hier 3 Fälle zu untersoheideD: L 
der Hittelpunkt des Kreises liegt auf einem Schenkel des Pe- 
ripheriewinkels ; 

2. er liegt zwischen diesen Schenkeln; oder endlich 

B. er liegt ganz ausserhalb dieser Schenkel. 

Im ersten Falle (Fig. S4. a.) folgt die Richtigkeit der 
Behauptung aus %. 59. und %, 65. Im 2. und 3. Falle wird 
der Durchmesser AD gezogen (Fig. 54. b. und c), worauf 
die Richtigkeit des Satzes aus ]., und bezuglich §• 10. a, und 
11. a. folgt. 

(Obgleich der Satz hier nach der Figur nur fQr concave 
Centriwinkel zu gelten scheint, so gilt er doch allgemein für 
concave und convexe, und es ist auch der Beweis für con- 
vexe Centriwinkel kein anderer als der für concave.) 

$. 111^ KusätZe, 1) Der Peripheriewinkel auf, 
und also auch in dem Hallfkreüe ist ein Rechter; son$t sind 
aber die Peripheriewinkel spitze ader stumpfe, jenachdem der zu- 
gehörige Bogen kleiner oder grösser als die halbe Kreislinie ist, 

2) Alle Peripheriewinkel auf demselben oder auf gleichen 
Kreisbögen sind einander gleich] dasselbe gilt von Peripherie- 
winkeln in demselben oder in gleichen Kreisbögen, 

3) Die Scheitel aller gleichen Winkel, deren Schenkel 
durch zwei feste Punkte gehen, liegen in einer und derselben 
Kreisperipherie, in vselcher die Verbindungslinie jener beiden 
Punkte eine Sehne ist. 

4) Zwei Peripheriewinkel, deren Bögen einander .zur Kreis* 
Peripherie ergänzen, betragen zusammen genommen 2 Jleehte, 

Beweise. 1) Der zugeh5rige Centriwinkel idt «in Ge-* 
streckter. 

2) Sie sind Hälften desselben Centriwinkels. 

3) Indirect. (Fig. 55.) Durch die beiden Durdischnitts- 
punkte A und B und eine Winkelspitze (D) lässt sich ein 
Kreis beschreiben. Fiele nun eine Winkelspitze F über den 
Kreis hinaus, so wäre AGB = ADB := AFB y was $. 59^ wi- 
derspricht Auf dieselbe Ungereimtheit würde man kommen, 
wenn man annehmen wollte, F fiele innerhalb des Kreises. 

Ü) Ihre Centriwinkel er^fänzen sich zu 4 it. 
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Winkel im Kreise« 69 

§• 112. JLufgabe. Von einem Punkte ausserhalb 
iines Kreises an diesen eine Tangente zu ziehen» J 

Auflösung. Man schlage über der Verbfndungslinie 
des gegebenen Punkts mit 'dem Kreismitte]punkte als Durch- 
messer ekieo Kreis und> verbinde den gegebenen Punkt mit 
den Durchschnittspunkten beider Kreise. Jede der zuletzt ge- 
zogenen Linien ist eine Tangente an den Kreis. J 

Beweis. Man zicdie tu sdie Durchschnittspunkte beider * 

Kreise im gegebenen »Kseike dieiladie« Und wende $. IIP. 1. 
an, dann folgt die Richtigkeit des Satzes aus $. 73^ 2. 

§. 1 12*^. Übusati:!» i>le heiäm Tangenten, weUhe sich 
1)011 einem Punkte ausserhalb eines Kreises an diesen ziehen las» 
sen, sind einander gleich. 
^nni-er<k. Ans del- r^fngroenz der entBtaiideDen dretecke las^n sich 
noch mehre Zasdlze ableiten. 

% 113. MäehtS^aftm». Defr Winkel, wichen €ine TangenU 

>mit der an ihren BetÜhrung^unkt geisoffenen Sflhfne nitfthty ttl 

4/leich dem Peripheriewinkel im entgegengesetzten Abschnitte, {i^ff. Ü.) 

^ , lAB Sehne, AC Tangente, AlOii Peri- 

voraus s*c , . ., i 
I pheriewmkel. 

Beh'^U'pt. 'CÄBmä»C. 

Beweis. Man ziehe den Durchdiesse^r AlB utid t^- 

.binde Ä mit JS, dann ist ÄiJ?+BJ?i«=Ä nadi 1$. llR 1. 

Ferner: CAB-^BAE^zRusich §. lOd. 1., iolglich bAE^-ifSA 

:ai GAB -{-BAE, «nd also auch naohS* 11. a. 

BEAt=^€AB. 

Ntfh i^ aber BEAt^ADB tyach S- IH^- Q. fotglitli Vi#<lk 

ADBy w.z. b. w. 
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Anhang, 

enthaltend Materialien zur Uebung für Schüler. 



Erstes Kapitel. 

lielirs&taEe. 

1) Errichtet man im Scheitel eines Winkels auf dessen Schen- 
keln Lothe, welche auf entgegengesetzten Seiten der letzteren 
liegen, so schliessen dieselben einen Winkel ein, welcher gleich 
dem Nebenwinkel de^ ursprünglichen ist. 

2) Die Halbirungslinien zweier Nebenwinkel stehen auf ein- 
ander senkrecht. 

3) Errichtet man auf einer Geraden auf einer Seite beliebig 
?iel gleiche Lolhe, so liegen deren Endpunkte sämmllich in ei- 
ner der ursprünglichen Geraden parallelen Geraden. 

4) Halbirt man den Aussenwinkel eines gleichschenkligen 
Dreiecks an der Spitze, so ist die llalbirungslinie der Grundlinie 
parallel. 

5) Die zu den Schenkeln eines gieichschenkligen Dreiecks 
gehörigen Höhen sind von gleicher Grösse. 

6) Die Verbindungslinie der Fusspunkte vorgenannter Uöhen 
ist der Grundlinie parallel. "* 

7) Lassen sich die beiden vorgenannten Sätze umkehren? 

8) Wenn man auf den Seiten eines gleichseitigen Dreiecks 
von den Winkelspitzen aus beliebige, aber gleiche Stfieke gleich- 
mftssig abschneidet, und diese Durchschuittspuukte unter einan- 
der verbindet, so entsteht wieder ein gleichseitiges Dreieck. 

9) Tragt man von den Endpunkten der Grundlinie eines 
gleichschenkligen Dreiecks einerseits auf dem Schenkel, andrer- 
seits auf dessen Verlängerung bezüglich gleiche Stücke ab, so 
wird die Verbindungslinie der Abtragungspunkte durch die Grund- 
linie des Dreiecks halbirt. 

10) Die Summe der Abstände eines Punktes innerhalb eines 
gleichseitigen Dreiecks ist gleich der Höhe des letzteren. 

11) Schneidet man auf der Hypotenuse eines rechtwinkli- 
gen Dreiecks von jedem ihrer Endpunkte aus die anliegende Ka- 
thete ab, so schliessen die Verbindungslinien der Abtragungs- 
punkle mit der Spitze des lachten Winkels stets einen halben 
rechten Winkel ein. 

12) Verlängert man die Hypotenuse eines rechtwinkligen Drei- 



A n h a a g.' 71 

ecks über jeden ihrer Endpunkte hinaus am die atfstossende Ka- 
thete, so schliessen die Verbibdoogslinien der Abtragungspunkte 
mit der Spitze des rechten Winkels -f- R, ein. 

13) Wenn man auf der grössten Seite eines ungleichseitigen 
Dreiecks von jedem ihrer Endpunkte aus ein Stück abschneidet, 
gleich der anliegenden kleinern Seite, und diese Durchschnitts- 
pnnkte mit der Spitze des Gegenwinkels verbindet, so ist der 
Winkel« den diese beiden Linien mit einander bilden, so gross als 
die halbe Summe der beiden kleinern Dreieckswinkel. 

14) Wenn man auf der grösseren von zwei ungleichen Drei- 
ecksseiten von ihrem gemeinschaftlichen Endpunkte aus ein Stück 
alfschneidet , welches gleich ist der kleinern, und diesen Durch* 
Schnittspunkt mit der Spitze, des Gegenwinkels verbindet, so ist 
der Winkel, welchen diese mit der dritten Dreiecksseite bildet, 
gleich dem halben Unterschiede der beideii Dreieckswinkel, wei- 
che den andern Dreiecksseiten gegenüberliegen. 

15) Ist in einem rechtwinkligen Dreiecke der eine spitze 
Winkel halb so gross als der andere, so ist die kleinere der bei- 
den Katheten gleich der Hälfte der Hypotenuse. 

16) Auch die Umkehrung dieses Satzes ist richtig, 

17) Wenn man die Mittelpunkte der Seiten eines Paralle- 
logramms verbindet, so entsteht stets wieder ein Parallelogramm, 

18) Wenn man die Mittelpunkte der Seiten eines Antiparal- 
lelogramms verbindet, so entsteht stets ein Rhombus. 

19) Ist die Höhe eines Antiparallelogramms das arithmeti- 
sche Mittel (vergl. $• 97.) zwischen den parallelen Seiten, so be- 
stimmen die Mittelpunkte der 4 Seiten die Endpunkte eines 
Quadrats. 

20) Verbindet man in einem Parallelogramm die Mittelpunkte 
zweier Gegenseiten mit den Endpunkten einer Diagonale, so wird 
durch diese Verbindungslinien die andere Diagonale in drei gleiche 
Stücke getheilt. 

21) Halbirt man in einem Rhombus die Winkel, welche die 
Diagonalen bilden, so bestimmen die vier Durchschnittspunkte die- 
ser Halbirenden mit dem Umfange die Eckpunkte eines Quadrats. 

22) Zwei rechtwinklige Dreiecke sind congruent, wenn die 
Summe der beiden Katheten und die Hypotenuse einzeln gleich sind. 

23) Zwei rechtwinklige Dreiecke sind congruent, wenn die 
Summe beider Katheten und ein spitzer Winkel einzeln gleich sind. 

24) Zwei rechtwinklige Dreiecke sind congruent, wenn die 
Kathete und die Summe der beiden andern Seiten einzeln gleich sind. 

25) Zwei rechtwinklige Dreiecke sind congruent, wenn die 
Summe der Hypotenuse und einer Kathete und ein spitzer Win- 
kel einzeln gleich sind. 

26) Zwei rechtwinklige Dreiecke sind congruent, wenn die zur 
Hypotenuse gehörige Höhe und ein spitzer Winkel einzeln gleich sind. 
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d7) Zw6irjechti«^iiUig«ifirt9i0ctei«iDd coDgr^ 
HyiMHeilUse gehörige Höbi» WMi mf^ KiOJiete' eipiielQ. gleich: sin4. 

2S) Zwei gleicbaeitlg^ Dreie^dM siii4 coogpji^pt^. . wjbdi». Uiie 
HftlHin lA beiden gUich< »ihI.. 

2^d) Zwei gteichAohenklige. 9faie€ike siqd con^ueo^, ^am 
die Sumaise, der Scbenkpl. und, der Winkel: aa ^ Spitze ^inzela 
gleich sind. 

30). Zwei, gletichädieflUlge' Dreije4;ke sind, cengrue^t» wenn die^ 
Summe der SobeAkel und den GruAdlinie« ao wie der Wickel an 
der St)it<e einaeln gleich sind* 

il) Zwei, gleichschenklige Dreiecke sind congrucyat, wenn die 
Differenz der Schenkel, und d^r 6rendlinie> so wie. der Winkiilf 
an- der SpiUe einzeln gleioh sind. 

33) Der Abstand dea MüteJpiinktA der Grundlinie., eines gleich- 
sclieiikligen Dreiecks: von eiuei« Schenkel isi halb so gfoss, s^b 
die zum Schenkel gehörige Höhe* 

33) Zwei] gleichschenklige Dreiecke sijid congruent , wenn 
die zur Grundlinie und ^U' den Scbeakeln gehörige Höhen, eii)- 
zeln gleich sind. 

34) Zwei Dreiecke sind coQgruent, wenn ein Winkel und 
die» Kl seinea Schenkeln gehörigen Höhen einzeln gleich &ind. 

35) Zwei Dreiecke sind congruent, wenn eine Seite und dje. 
zu. den beiden andern; geb^igen< Koben, ein^^eln i^leich eind« 

36) Zwei Dreteoke 9in4 cpnflnuianjl» wenn« d.ie Suipin^ s^weier 
Seiten iwd ihte Gegenwinkel evii^ln gle^h. sind. 

3)70' Zwei Dneiecke siiid cpngrM^n^/ wenn die Differenz 
zn^MT Sc^le» imd ihre Gegia/^inkel. ein^^ln, gleich sind.. 

38) Zwei Dreiecke sind congnieut, wenn eine Seiten, die 
Smwner dor beiden ander^i und deii vpn ihnen, eingi^sichlesasene 
^nkel ein^lA ^Lf^ich sind. 

39) Zfsev Dreiecke: slnA cpn^Tie^t., wenn, eine Seile» 4ifl, 
Differenz der beiden andern und der von ihnen eiege^cbloss^n^ 

Winkel, eiiWieln gleich md^^ 

4p)> Zw^ii Winkel, w^. cengrueftt, wcinu der ümftflft und, 
zwei, vvinkel einzeln v«ffglic|ien. gleiqbi Mnd^ 

4rl;) ijwej. V|ierei5ke i^jnd qqngfiußivt,. wen», dr^i» Seite% und 

dift. beiden' a%WMcbßn) dÄwelb^n' liegenrtnn Winkel 9mßk iftj ibww« 
gl^inh siMEid. 

42) Zneii Viftreqke. Wd, cqngrnentb w,can a^öe. Se^lqn nnd^ 
ein beliebige^ WiftkeA; ein^^n ijjt, b^ifd^U) gfeifib^ sjipd,. 

4dt) Zvwei Yieffeqltft mA cpngn«wt> wann, d^qi S.i^itjen.undi dift 

bei^n, niefit^ qiiqgea(E^s9pn»n WinkM. in ihiPW/e,in^ein gl^eicj^ «nd, 
unA aps^erdw dip ^pr%P^ 4ifi»er, bwdewi WinW gffÖRsefr ist,, ^. 
die Summe der beiden andern. 

4^ Ztm^ Viernic^ ^nd, q^ngPWPt,, wenn, 4i;ei, S^t^n„, ^ner 
voji, 4ßn, eingeflqbtoasisim ^ipÄfile m^ m^ Qe^jpnwifliel. i,E^ 4p^ 



.^,.n/h, a. » j^ Tf^ 

em^ dftn. eAMpriftf^b^cleo. Stftcken ii^^d^m, andern. eJAZjstai (;leicl^, 
simtv un^! die, a^d(er.en. an den«nieh £;leichciQ Seiten, liegenden 
Wifi^ z^Q^leich. &pit;ze. qder stumpfe sJ9,d. ,. 

45) Zwei Vierecke sind coDgruent, wenn drei Seites, einer 
der eingeschlossenen Winkel und der mit diesem an derselben 
Seite liegende nicht eingeschlossene des einen Vierecks einzeln 
den entsprechenden SluckeiK 4^ andem gleich, und ausserdem 
die beiden Gegenwinkel des Qrsteren.PaaresL zugleich kleiner oder 
grösser als ein Rechter sind". 

4Q) Zwei Vierecke sind congruenl,^ wenn zwei $ejteQ und 
i^lle WinM einander gleich sindr 

47) Zwei Dreiecke sind gleichflächig, wenn zwei Seiten des, 
^nen eina;eln zweiten Seiteii. des andern gleich sind, der. einge- 
schlossene Winkel in d.en) einen. Dreieck abe,r das Supplement (zi} 
2^ 11) von den) enl^precbenden Winkel des andern Dreiecks ist. 

48) Zwei Dreiecke sind gleichflächig, wenn ihre Qrundliniei^ 
9f4. derselben Geraden, liegen und die Geraden , welche, man von 
der Spitze eines j,edeii Dreiecks nach den Endpunkten der Grund-- 
l,iniejdje.s andern, zieht, einzeln unter sich parallel sind. 

49) Ualbirt man zwei Gegenseiten eines Vierecks und ver- 
bindet den Haibirun^spunkt einer jeden, mit den Endpunkten der 
a^d^ru. Seitieji, so sind diie beiden so entstandenen Dreieqke zu- 
i^aiip^xen, so gross, als das Viereck» 

50) Fällt man von einem Punkte innerhalb eine^ Dreiecks 
I^Qlhc^ auf. dessen. Seiten, so ist die Quadratsumme von drei sol- 
chen Se}teiisjtu(;ke.n , die keinen gemeinschaftlichen Endpunkt ha- 
ben, gleich der Quadratsumme der drei übrigen« 

51,) fiesfhreibt man über jeder Seite eines beliebigen. Drei- 
^ckß al]twärts, von den beiden andern ein Quadrat, und verbindet 
die Endpunkte je zweier von derselbe^ Ecke des Dreiecks, ausr 
lajifender Qu^dratseiten , so sind die Dreiecke,, welche diese Ver- 
^jnd.enden mit den genannten Quadralseiten bilden , stets unter, 
einander und mi|; dem Urdreiecke gleichflächig. 

52) Wenn man die Seiten eines Dreiecks nach einerlei. Rich- 
tung so verlängjert, dass jede Verlängerung der verliingerten Seitej 
gleich ist, so ist die Fläche des dadurch bestimmten Dreiecks;, 
ringes das Sechsfache des Grunddreiecks. 

53) Schneidet man auf jeder SeitenvcrJängerung das nfachj^ 
der verlängerten Seite ab, so ist, wenn 4^ den Inhalt des ge- 
gebenen Dreiecks bezeichnet, der Inhalt des durch dip Abtragungs- 
pvnkte bestimmten und um das Urdreieck verminderten Dreiecks 
3n(n + l).A, wo n jede beliebige ganze oder gebrochene Zahl 
sein kann. 

53;) WerdM- auf den^ Dach einerliei Richtung verlängerten 
Seiten ejipes einf^chjen Vierecks vom Anfangspunkte jeder Verlan; 
gerung aus Stücke abgeschnitten, welche. 44^, n^faebei 4?^. jed^j». 
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mal verlängerten Seiten sind } so ist der Inhalt des durch die 
Abtragungspunkte bestimmten Vidfecks, vermindert um das Urvier- 
eck (des Yierecksringes), das 2n(ii4-l) fache des Gmndvierecks*). 



Zweites Kifitel. 

55) Einen rechten Winkel in drei gleiche Theile zu tbeilen. 

56) Einen gestreckten Winkel in drei gleiche Theile zu 
theilen. 

57) Gonstructionsaufgaben für Dreiecke und Vierecke geben 
die Congruenzs9tze 22 — 46. Andere sind: 

58) Ein Dreieck zu constniiren aus zwei Seiten und der 
Halbirungslinie des eingeschlossenen Winkels. 

59) Ein Dreieck zu constniiren aus einem Winkel, dessen 
Halbirangslinie und der zur Gegenseite gehörigen Höhe. 

60) Ein Dreieck zu construiren aus einer Seite, einem ihr 
anliegenden Winkel und der Verbindungslinie des Mittelpunkts der 
gegebenen Seite mit der Spitze des Gegenwinkels. 

61) Ein Dreieck zu construiren aus einem Winkel, der von 
seiner Spitze nach der Mitte der Gegenseite gezogenen Transver- 
sale und der Gegenseite selbst. 

62) Ein Dreieck zn construiren aus einer Seite, der ihr zu- 
gehörigen Höhe und der an die Mitte der Seite von der Gegen, 
spitze gezogenen Transversale. 

63) Ein Dreieck zu construiren aus einer Höhe, der aus 
derselben Winkelspitze nach der Mitte der Gegenseite gezogenen 
Transversale und einem Winkel an jener Gegenseite. 

64) Ein Dreieck zu construiren, wenn eine Höhe, der Un- 
terschied der von ihr auf der Gegenseite gebildeten Abschnitte 
und der grössere der dieser Seite anliegenden Winkel gegeben sind. 

65) Ein gleichschenkliges Dreieck zu construiren aus der 
Summe der Grundlinie und des Schenkels nebst einem seiner 
Winkel. 

66) Ein gleichschenkliges Dreieck zu construiren aus der 
Summe seiner beiden Hohen nebst einem seiner Winkel. 

67) Ein gleichseitiges Dreieck zu construiren aus der Summe 
der Seite und Höhe. 



*) Die drei letzten Salze sind der überaus wertbvollen, fast lauter 
nene Entdeckungen im Gebiete der Geometrie enthaUenden Schrift: ,«Geo- 
metrische Auslftufer'' vom Schulrath Dr. Müller in Wiesba- 
den^ Halle 1847, entnommen. 
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68) Ein gleicliseitiges Dreieck zn constntireu aus der Diffe- 
renz der Seile und Höhe« 

69) Ein Dreieck zn construiren, wenn eine Seite, die Sum- 
me der beiden andern und der Unterschied der Geg^winkel die- 
ser letzteren gegeben sind. 

70) Ein Dreieck zu construiren aus einer Seite, der Diffe- 
renz der beiden andern und dem Unterschiede der Gegenwinkel 
dieser letzteren. 

71) In eid gleichseitiges Dreieck ein anderes solches zu be- 
schreiben, dessen Seiten senkrecht auf den Seiten des ersteren 
stehen. 

72) Den geometrischen Ort der Hittelpunkte aller Kreise zu 
finden, welche, mit gegebenem Radius beschrieben, eine gerade 
Linie berühren. 

73) Den geometrischen Ort der Mittelpunkte aller Kreise zu 
bestimmen, welche eine gegebene gerade Linie in einem gegebe- 
nen Punkte berühren. 

74) Mit gegebenem Radius einen Kreis zu beschreiben, wel- 
cher eine gegebene gerade Linie in einem gegebene Punkte berührt 

75) Den geometrischen Ort der Mittelpunkte aller Kreise 
zu bestimmen, welche, mit gegebenem Radius beschrieben, einen 
gegebenen Kreis von aussen berühren. (Ist dies zugleich der Ort 
für die von innen berührenden Kreise?) 

76) Von einem gegebenen Punkte aus, welcher innerhalb 
oder ausserhalb eines gegebenen Kreises liegt, einen zweiten 
Kreis zu beschreiben, welcher den gegebenen berührt. 

77) Den geometrischen Ort der Mittelpunkte aller Kreise zu 
finden, welche zvyei gegebene Parallelen berühren. 

78) Den geometrischen Ort der Mittelpunkte aller Kreise zu 
finden, welche die Schenkel eines gegebenen Winkels berühren, 

79) Mit gegebenem Radius einen Kreis zu beschreiben, wel- 
cher einen gegebenen andern Kreis berührt, und durch einen 
ausserhalb oder innerhalb desselben gegebenen Punkt geht« 

80) Mit gegebenem Radius einen Kreis zu beschreiben, wel- 
cher zwei andere, ihrer Grösse und Lage nach gegebene Kreise 
berührt. 

Anmerk. Eine vollständige Behandlang des Problems von den fieruh« 
rungen s. in meiner Schrift: Die schwierigeren Aufgaben aus 
Jaeobi*8 Anhangen zu van Swinden 's Geometrie. Halle 1849 



welche im Verlage des Unterzeichneten erschiäneh slod* 

1) KfeluHbattll Aer IHAlliieiiiBtiR, unfossend: 

a) Lehrbuch der Planimetrie. I.Curs. 4. Aufl. 1B52, ibSgi*. 

b) LeLrbuch der Planimetrie. 11. Curs. 3. AuD/lSSI. lOSgr. 

c) Lehrbuch der ebenen Trigonometrie. 2. Aufl. I85I. lO'Sgr. 

d) Lehrbuch der Stereometrie und sphärischen Trigono- 

metrie. 1846. 15 Sgr. 

e) Lehrbuch der allgemeinen Arithmetili. 2. Aufl. 18S0. 

f) Lehrbuch der algebraischen Analysis. 1847. 1272^81** 
*2) Hie ESlemente der Cleometrle und deren prakti- 

Bel&e Anwendung für den Burger und Landwirth ; insbes. 
auch für landwirthschaftl Lehranstalten, For&iläuDgs- u. 
Sonntagsschulen, sowie furTolksscTiullehrer. 1848. IDSgr. 

3) Her i^eodätisclie Mtessapparat und dein Gebraucli. 

2. Aufl. 1848. 6 Sgr. 

4) iMe merkwürdigen l*iink'te desBreieek« mit Rück- 

sicht auf harmonische Theilung. 2. Aufl. 1848. 15 S^r. 

5) Der alli^emeine i^oldene Schnitt und sein Zusam- 

menhang mit der harmonischen Theilung. 1848. 6 Sgr. 

'6) Vrigonaltrladen in arithmetliielier und fl^eometri« 

selier Profressloii. 1850. 4 Sgr. 

^7) tiehrsätse und Aufgalben aus Jacobi's Anhätigen zu 

V. Swindens Elementen der Geometrie. 2 &ände. 1847. 

1 Thir. 24 Sgr. 
8) Wienand und Cornelius, C^rundrisB der mathema- 
tiscliennnd piiyeillcatischen Ctooi^apbie fiir die 
obern Klassen höherer Lehranstalten. 2 Bände. 
Ir enthält: Grnndrisd der mathematiselien Aeo- 
graphie. Von Dr. A. Wiegand. 2. Aufl. 1851. 10 Sgr. 
2r enthält: Grundriss der piiysikaliiiclien Geo- 
graphie. Von Dr. C. Cornelius. 1851. 15 Sgr. 

Herr Dr. 'Wiegand übersetzte aus dem Englischen: 

9) AlithiBirfoMi wid FcMrlek, Säize «ttd det* Koordina- 
ten - Geometrie. 1846. 6 Sgr. 
10) Rntherford, die vollständige Lösung numerischer Glei- 
chungen. 1849. 15 Sgr. 

Halle, November 1851. MM. IT. Schmidt. 

Verlags-, Sorlimeots- und Antiquariats-Bachh&ndler. 
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